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Vorwort. 



Die allgemeine Flächentheorie hat seit ihrer Begründung durch 
Monge und Gauss das Interesse der Mathematiker in besonderem 
Grade gefesselt Diesem Interesse sind eine Reihe von zusammen- 
fassenden Darstellungen^) entgegengekommen , die sich meist an die 
rein geometrische Behandlung von Gauss anschliessend während das 
neueste, besonders reichhaltige und eigenartige Werk von Darboux 
wesentlich auf kinematischer Grundlage aufgebaut ist. Wenn es trotz- 
dem nicht ganz leicht ist, die Fülle von Formeln, Sätzen und Auf- 
gaben der Flächentheorie zn übersehen, so scheint dies ein Zeichen 
dafür zu sein, dass dem Erforderniss einer ebenso allgemeinen wie ein- 
fachen und einheitlichen Behandlung des Stoffes noch nicht hinreichend 
Rechnung getragen ist. Hiermit soll zugleich das Ziel bezeichnet 
sein, das sich die vorliegende kurze Bearbeitung der fundamentalen 
Formeln und ihrer wichtigsten Anwendungen gesteckt hat. Das 
Schriftchen dürfte geeignet sein zur Grundlage bei dem Studium aus- 
führlicher Werke (wie besonders der anregenden Schrift von Bianchi 
und des Darboux'schen Werkes), in denen neben den analytischen 
auch die geometrischen Fragen eingehender behandelt sind, oder bei 
Vorlesungen, in welchen die analytische Entwicklung durch Vor- 
führung der Modelle^) specieller Flächengattungen ergänzt und be- 
lebt wird. 

Den äusseren Anlass zur Veröffentlichung gab eine vor vier Jahren 
von mir gehaltene Vorlesung über Flächentheorie. Die Ausarbeitung 
geschah im Verein mit Herrn Eommerell, in dessen Dissertation 
(Tübingen 1890) schon einzelne Abschnitte in demselben Sinne be- 
handelt sind. Der besseren Uebersicht halber ist der Stoff in drei 
Theile gegliedert. Der er§te Abschnitt (§ 1 — 6) gibt die Formeln 
zur Untersuchung einer gegebenen Fläche, der zweite (§ 7 — 12) die 

1) Vgl. S. VI. 

2) Mathematische Modelle im Verlag von L. Brill in Darmstadt. 



C^ Q:. \ ^ "\ 



rV Vorwort. 

Formeln zur Herleitung einer Fläche aus gegebenen Eigenschaften, der 
dritte (§ 13—18) die Formeln zur Untersuchung der Flächencurven. 
Die Anwendungen hätten sich leicht vermehren lassen; doch schien 
auch hier zur leichteren üebersicht eine Beschränkung auf die wich- 
tigsten Gruppen von allgemeinen Aufgaben zweckmässig. Zugleich ist 
durch zahlreiche Literaturangaben die Verbindung mit den Original- 
abhandlungen hergestellt. Nur an wenig Stellen war es nicht möglich, 
einen Literaturnachweis zu erbringen; einzelne Hinweise verdanken wir 
dem Darboux^schen Werke. 

Tübingen, August 1892. 

H. Stahl. 
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I. üntersncliaiig einer gegebenen Fläche. 

§ 1. Gleiohtingen von Gauss. Fnndamentalgrössen erster Ordnung. 

Wir stellen zunächst mit einiger Abweichung in der Bezeichnung 
nach Gauss ^) die wichtigsten Formeln zusammen^ die zur Untersuchung 
einer Fläche dienen. 

Di^ Coordihaten x^ y, ß eines Punkts der Fläche seien als 

Functionen zweier variabler Parameter (u, v) gegeben in der 

Form: 

X = X{U^V) y = y(u,v) iSf = ;er (f f, v). (1) 

Zur Abkürzung wird mitunter gesetzt: 

dx dx d^x d^x d*x r^^. 

Der Ausdruck für das Linienelement ds ist: 

ds^ = dx^ + dy'^ + dz^ 

= edxi^ + 2fdu dv + gdv\ (3) 

wo 

«-©■+©+(li)-2ß^)' 

r dxdx .dy dy .dz dz 'S^dx dx ,.>. 

' du dv "* du dv * du dv ^J du dv ^ ^ 

wenn zur Abkürzung von Summen, die symmetrisch in x, y, sind, 
nur das auf x bezügliche Glied angeschrieben wird. Die drei Grössen 
^9 fi ih welche nur die ersten Ableitungen von a?, y, z enthalten, heissen 
Fuudamentalgrossen erster Ordnung. Wir setzen: 

S'^eg- r, (5) 

ein Ausdruck, der stets von verschieden angenommen wird. Femer sei : 



1) (ran 88, Disq. gon. Art. 3 ff. 

Stahl n. Koiinnoroll, (Irnndfnrnioln d. ail^om. Klüchcntheorio. 



2* I. Untersuchung einer gegebenen Fläche. 

,n\ t "^dx d*x l^de , '^\dx d*x l dg 

n ^\^dx d*x ^ ^9 i df n ^^^dxd^x 1 dg 

Hiernach lassen sich die Ableitungen von e, f,g nach u, v durch die 
sechs Grössen w, m', in\ n, n\ w" ausdrücken. 
Endlich sei: 

m^ — nf = pd^ ne — mf=q8^ 

(7) mg — n'f = pd^ ne - mf = q'd^ 

^'g _ w7 = ^"<J« n"e - ni'f = g"*^ 
woraus 

(7a) j, + 3 = -j_ 3+p___. 

Der Winkel (C, Cj), den zwei Curven C und (7^ im Punkte 
(tt, v), deren Richtungen durch die Quotienten {du\dv) und {d^u\d^v) 
gegeben sind^ mit einander bilden, ist bestimmt durch: 

/n /-i\ ^äu d,u + f(du d,v + dv d^u) + gdv d,v 

cos (c; Cj) rf« ■ d., — 

^^ ' fri n\ js du d^v — dv d^u 

Hiernach^ ist der Winkel cj, den die beiden Parametercurven 
17 = const. und t« = const. mit einander bilden, bestimmt durch: 

(9) cos d = -1= sin o = —-^. tg oj = ^ 

yeg yeg t 

und die Gleichung 

(10) /•=o 

ist die Bedingung dafür, dass die Parametercurven sich recht- 
winklig durchschneiden. 

Das Oberflächenelement do hat den Werth: 

(1 1) do = sin d yeg du dv = d du dv. 

Aus der letzten Gleichung (9) folgt: 

a2^ do = f^^-^^f = fiedg + g de)^2egdf 

^ ^ eg iegd 

oder 

(13) - d. = (V' + ^)^- + Pf + ¥) '^ 

und hieraus: 

fH^I a'g. _ a My" ■ ag'\ ^d (ig , Sp'\ 

^ ^ dudv cu\ g *^ e / dv\ e ^^ g / 



§ 1. Gleichungen von Gaaus. Fondawentalgrössen erster Ordnung. 3 

Wir bezeichnen femer mit: 

{a,b, c)^) die Cosinus der Neigungswinkel, welche die Flächen- 
normale und mit 

(«1, /3j, yj und («g, ft, ^2) ^^^ Cosinus der Neigungswinkel, welche 
bezüglich die Tangenten der Curven t; «=> const. und u <» const. 

im Punkt (u, v) mit den Coordinatenaxen bilden. 

Zwischen diesen neun Cosinus bestehen sechs Relationen. Um 
dieselben zu erhalten, denke man sich, vom Nullpunkt ausgehend, zwei 
Coordinatensysteme: das rechtwinklige (o;, y, 0) und ein zweites (x, y, /), 
in welchem die /-Axe parallel der Flächennormale, die x'- und i^'-Axe 
parallel den Tangenten der Curven v = const. und u = const. sind. 
Bezeichnet man die Coordinaten eines beliebigen Punktes in diesen 
beiden Systemen durch (a;, y, 0) und (x\ y, /), so hat man die Trans- 
formationsformeln : 

X = a^x-]- o^y + az' 

y = A^'+ ß,y + 6^' (15) 

z = y^x^ Y^y'+ cz\ 
Aus der Identität: 

^* + y^ 4" ^ = ^'* 4" y * + ^'* + 2ii?y cos CO (16) 

erhält man als Auflösung der Gleichungen (15): 

x+ y' cos a> = a^x + ß^y + y^z 
y+ X cos (o = a^x + ß^y + y^^ ' (17) 

z' «^ ax '{' by '{' cz 

und es ergeben sich die gesuchten Relationen entweder in der Form: 

a^ 4" ^^ + ^* = 1 aia2 + ßiß% + ^1^2 = ^^s o 

«i' + ßi' + yi' = 1 ««1 + 6/»i + ^yi = (18) 

«2* + A' + y«' = 1 ««2 + 6ft + cy, = 

oder in der Form: 

a* sin* ß> + «1* + «2* — 2«! «2 cos co = sin* cd 
ab sin* a> + cfi/Sx + «2 A — («ift + ßi^i) cos co = 0, (19) 

nebst den Gleichungen, die hieraus durch cyklische Vertauschung folgen. 
Nach (18) ist: 

= I a «1 «2 I = + sin cj , (20) 



a 


«1 


«i 


h 


ßx 


ft 


c 


yi 


y» 



1) Diese Grössen werden später (§ 11) auch mit (X, Y, Z) bezeichnet. 

1* . 



I. Untersüchang einer gegebenen Fläche. 



wenn man zur Abkürzang für eine solche in ayh,c\ ci^fß^yy^ und 
^29 ßif y^ symmetrisch gebildete Determinante nur die a, or^^ag ent- 
haltende Reihe anschreibt, unter der Voraussetzung, dass in (20) das 
positive Vorzeichen gewählt werde, hat man noch: 



(21) 



/'iy2 — yift = asinaj 
sin (o (py^ — cß^ = cc^ — «i cos o 
sin CO (c/Jg — ^y«) = ^1 — '^2 s*^ ^ 



nebst den Gleichungen, die hieraus durch cjklische Vertauschung folgen. 
Als Functionen von (u, v) drücken sich die Cosinus (or^, /?„ y^) und 
i^fß^f^i) ^^3 durch die Gleichungen: 



(22) 



1 -^^ du 



1 dx 
1 dx 



ßi 



J dy 

y7 du 






7x = 



72 = 



1 dz 
1 dz 



Vg ^*^ 



«2 = 

und die Cosinus (a, h, c) nach (21) durch die Gleichungen: 



(23) 



dz dy 
du dv du dv 

dz dx dx dz 
dudv du dv 



^ dx dy dy dx 

' ' du dv du dv^ 



während (20) übergeht in: 
(24) * 



dx dx 
du dv 



Wir merken für späteren Gebrauch noch Folgendes an. Aus (23) 
ergibt sich, wenn man die Abkürzungen (2) benutzt: 



(25) 



b c 



— ^ CXa - / "*'i 



h c 

Vi «8 



JX^ QX^. 



Ferner folgt aus der ersten Gleichung (23), wenn man quadrirt und 
(4) benutzt: 

(26) 8'a^ = (6 - x,") (g - x,^) - (/* - x,x,y 
oder: 

(27) a = yi — öXx), 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird (vgl. § 17): 



(28) 



d'(x) = Y, (e^ä* — ^fXiXi + jfa;,*). 



§ 2. Fundamentalgrössen zweiter Ordnung. 5 

§ 2. Fundamentalgrössen zweiter Ordnung. 

Zu den drei Fancüonen e, /) g, die aus den ersten Ableitungen 
von Xf y, z nach Uy v gebildet sind, treten noch drei weitere Functionen ^) 
d, d\ d\ welche auch die zweiten Ableitungen von x^ y, z enthalten 
und daher auch Fundamentalgrössen zweiter Ordnung heissen. 
Dieselben sind definirt durch: 

öu* * ou^ ' du^ ^J du* 
d*y , ^ d*z _^ 



,/ d^x , , d*y , d^z ^^ d^x 

a = a ö — 5 — r K- I — h c 5 — 0- = >^, a o- 

,.. d^x , ,a*t/ , a^;? V ^'^• 



(1) 



Durch Differentiation der aus (18) und (22) § 1 sich ergebenden 
Gleichungen: 



(ü) 



folgt: 



^T^a dx 
j^du du 



- d 



"^^a dx ^, 



und hieraus: 



'^^dadx ^T^a dx -/ 

^Lidu dv j^dv du 



(3) 



V^J? rJ. = V^ 



^du 



da; 



^du 



da 



(d du + (tdv) 



^ad^x = — ^da dx = ddu^ + 2ddu dv + d!'dv^. 



(4) 



da da 



du dv 



Durch Multiplication von 

dd!'— iV == * 



mit 

da da 

du dv 



dx dx 

dv dv 



erhält man: 



(5) 



Zunächst lassen sich nun mit Hilfe der Grossen e, /) g^ d, d\ it' 
die Ableitungen ^ , ^ linear durch «- , g- darstellen und umgekehrt. 

Lost man nämlich die in (3) auftretenden Gleichungen: 

da . -g dh u de ^ 

«Q — r^ö — rCQ- = 
(7u ' du ' du 

dx da I dy d6 , djs de , 

du du "^ dudu"^ du du ^^ 

dx da , dy db , de de 



+ 



dv du ' dvdu*^dvdu 



H" p« ;);, ^^ 



1) Gauss, Disq. gen. Art. 10. 



I. Untersuchung einer gegebenen Fläche. 



"'^^^ ^' di> U *"^' ^^ ^^''St: 



(6) 



dok f dx , / dx 



da 



dx 



du 



du 



dv 



C/l» ff t/u* I // 



dv 



du 



dv 



(7) 






(8) 



wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 

fa — gd =Q 
fit'— g(t=Q 

Hieraus folgt: 

dQ'+ d{ti"^ q') — €rv= 0. 

Es besteht ferner ein System von Gleichungen, welches zeigt, dass 
sich auch die zweiten und höheren partiellen Ableitungen von x, y, s 
oder auch von a, &, c nach u, v sämmtlich linear darstellen lassen 
durch die ersten Ableitungen von Xy y, z nach u, v und durch die 
Grössen a, &, c oder auch durch die ersteren Grössen allein. Man 
hat nämlich'): 



d^x dx dx , 

•' -^ cu ^ ^«^ 



du' 



dv 



a 



(9) 



d^x f dx , dx ^ w ,/^ «// V 

d X f, dx ff dx -gff j,f ^/z v»// \ 



dv' 



du 



dv 



J. •</] Xa 




Xu Xi x^ 


1 


a?ii x^ X2 


yi ^2 




!/ii Vi y% 


m e f 


z^ z^ 




Zu Zi Z2 




n f ü 



nebst den entsprechenden Gleichungen in y und &, je^ und c. 

In der That ist nach (23) § 1 und (1), wenn man die Ab- 
kürzungen (2) § 1 benutzt: 



d'a=-ji 



womit die erste Gleichung (9) bewiesen ist, wenn man noch (27) § 1 
zuzieht; ebenso erhält man die beiden anderen Gleichungen. 

Wir schliessen noch zwei Bemerkungen an, die später benutzt 
werden. Zuerst eine Umformung der Gleichungen (6) und (9). Trägt 
man die Werthe (22) § 1 ein und berücksichtigt die Gleichungen 
(21) § 1, so ergibt sich aus (6) und (9) eine Darstellung der DiflFe- 
reutiale da^ da^y da^ durch a, «i, «21 nämlich: 

1) Bodrigues, Correspond. sur TJäcole polyt. Bd. III. S. 162 (1815) für 
ErümmuDgslinien als Parametercorven (?gl. (5) §9); Weingarten, Journal für 
Math. Bd. 59. S. 382 (1861) für allgemeine Parametercurven. 

2) Gauss, Disq. gen. Art. 11. 
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da = a^y7{Qdu + g'dv) + a2)/^(<y'e?M +»(y"rft?), (10) 

da^ = -^ (ddu + d'dv) — (aj — o«}^) ^ " 

^' (11) 

Sodann folgendes. Multiplicirt man die drei Gleichungen (9) bez. 
mit g, — 2fy e, addirt und setzt zur Abkürzung (vgl. § 17): 

d«. ^'(x)=g(xii—pxi—qxi)—.2f(xi3 -l^X— 3'a;^)+e(a;jj— j)"«,— g"«jj) (12) 

oder auch, wie eine leichte Rechnung mit Benutzung der Gleichungen 
(6, 7, 7a) § 1 ergibt: 

SO folgt: 

a{ed''— 2fd'+ gd) = 8\ Sr\x). (14) 

Femer erhält man aus den Gleichungen (9), wenn man die linken 
Seiten derselben abkürzend mit (x)^^^ {p^)\%i {^\i bezeichnet: 

a* {da- «r») = (x\, {x)„ - {x\^\ (15) 

Aus (14) und (15) erhält man wegen (27) § 1 die Darstellungen: 

eg — r yx^s\x)' ^ ^ 

eg-r ~ a»(i-d'(x) ' ^^'; 

Die hier abkürzend benutzten Werthe h und Je stellen die mittlere 
Krümmung und das Erümmungsmaass der Fläche im Punkt (u, v) vor 
(vgl. § 5). Die Gleichungen (16) und (17) geben eine eigenthümliche 
Darstellung dieser Grössen durch x (oder y, z) und seiner Ableitungen 
nach u und v, 

Bemerkung. In den bereits entwickelten und noch folgenden 
Formeln gehen durch Yertauschung von u und v die Grossen 

^, f, 9^ ä, a, d:\ m, m\ m\ p, p, p\ q, fi 

bezüglich über in 

, e, d: , d:, d, n , n , n, q , q, q, 6 , Q . 

g 3. Minimallinien. Isometrisohe Linien. Oonforme Abbildung 

der Fläche. 

Jede Gleichung zwischen (m, v) stellt eine Curve auf der Fläche 
dar. Das sich aus ihr ergebende Yerhältniss du : dv bestimmt die 
Fortschrittsrichtung oder die Richtung des Linienelements der Curve 
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im Punkt (w, t?). ,Wir betrachten in den folgenden §§ die Differen- 
tialgleichungen der wichtigsten, besonderen Flächencurven. 
Ebenso wie der Charakter und die Eigenschaften der Fläche selber, 
so sind auch diese Curven bestimmt durch die sechs fundamentalen 
Grössen e, /) g] d, et, d!\ 

Minimal linien heissen^) die Curvensysteme auf der Fläche, die 
definirt sind durch die Gleichung: 

(1) ds^ «= dx^ + dy^ + rf^ = 0, 
deren Differentialgleichung also lautet: 

(2) d$^ = edu^ + 2fdu dv + gdv"" = 0. 

Nach (1) sind die Minimallinien geometrisch definirt als diejenigen 
Curven auf der Fläche, deren Tangenten den unendlich fernen Eugel- 
kreis schneiden. 

Die Bedingung dafür, dass die Parametercurven u = const. und 
t; = const. selber Minimallinien sind, ist nach (2): 

(2a) e = y = 0. 

Die Gleichung (2) ist vom zweiten Grad in du : dv, durch jeden 
Punkt der Fläche gehen daher zwei Minimallinien. Diese Linien sind 
zwar für reelle Flächen, bei reellem 6, /*, g imaginär, da die Discrimi- 
nante von (2) d^ = eg — /^ positiv ist. Sie führen aber zu wichtigen, 
reellen Liniensystemen. Hierzu denke man sich die Gleichung (2) in 
ihre beiden conjugirt imaginären Factoren zerlegt: 

(3) P=^:^(edu + fdv + iddv) Q = -^(edu + fdv — iddv). 

Es gibt bekanntlich unendlich viele integrirende Factoren, die 
einen solchen Differentialausdruck in ein vollständiges Differential ver- 
wandeln. Ein solcher Factor sei für P gleich ft + iv und das zu- 
gehörige Differential da + idß, wo ft, v und a, ß gewisse reelle 
Functionen von (m, v). Dann ist 

P(li + iv) = rfa + idß Q((i — iv) = da — idß, 
also 

(4) d^='FQ = i.\da* + d§F) A* = ^, • 

Die Herstellung dieser Form (4) für das Linienelement erfordert 
also die Integration der Differentialgleichung (2). Die Curven a{uyv) 
= const. und /3 (t^; v) = const. oder kurz a und ß besitzen eine 
charakteristische geometrische Eigenschaft. Führt man nämlich a, ß 
an Stelle von (ti, v) als Parameter ein, so nimmt d^ die Form (4) 
an, die im Vergleich mit (2) dadurch ausgezeichnet ist, dass der 

1) Nach dem Vorgang von Lie, Math. Ann. XIY. p. 337 (1878). 
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Coefficient von dadß Null ist und dass die Coefficienten von da^ und 
dß^ einander gleich sind. Das erste sagt aus, dass die Curvensysteme 
ttj ß sich orthogonal durchschneiden, das zweite, dass sich die Fläche 
durch die Curvensysteme a, ß in unendlich kleine Quadrate theilen 
lässt. Denn betrachtet man a, ß gleichzeitig als rechtwinklige Coor- 
dinaten in einer Ebene, so folgt aus (4), dass die Fläche durch die 
Gleichungen c(w, v) = a, ß(Uy v) = /3 conform auf die Ebene ab- 
gebildet wird^) mit der linearen Vergrösserung A, wobei dem System 
der zu den Axen in der Ebene parallelen Linien das Curvensystem 
a, ß auf der Fläche entspricht. Da sich nun die Ebene durch die 
Linien a, ß in unendlich kleine Quadrate theilen lässt, so gilt das- 
selbe von der Fläche. Wegen dieser Eigenschaft heisst das System 
a, ß ein isometrisches (isothermes) Curvensystem der Fläche 
und die Grossen a, ß thermische Parameter. Dies gibt den Satz: 

Jede Losung der Differentialgleichung (2) liefert ein isometrisches 
Curvensystem auf der Fläche, dessen Parameter a, ß dem Linien- 
element die Form (4) ertheilen, also die Fläche conform auf die Ebene 
abbilden. 

Entsprechend den unendlich vielen integrirenden Factoren von (3) 
gibt es auf jeder Fläche unendlich viele isometrische Liniensysteme. 
Um den Uebergang von einem solchen System zu einem anderen zu 
machen, sei wieder fi -{■ iv ein integrirender Factor von P und 
da -j- idß das zugehörige Differential. Dann ist bekanntlich der all- 
gemeinste integrirende Factor von P in der Form enthalten 

(fi + iv) Fia + iß), 

WO F eine willkürliche Function bezeichnet Setzt man nun 

Pi^ + iv)F{a + iß)=F{a + iß){da + idß)=dnia + iß) = dÄ + idB, 

so nimmt ds^ die Form an 

ds^ = L^dA" + dB"), (5) 

d. h. die zwei Curvenschaaren A, B bilden ebenfalls ein isometrisches 
System auf der Fläche. Da 77 ebenso willkürlich ist wie Fj so hat 
man den Satz: 

Ist (a, ß) ein isometrisches System, so erhält man aus ihm un- 
endlich viele andere isometrische Systeme (A^ B), indem man, unter JI 
eine willkürliche Function verstanden, 

A + iB = 77(a + iß) (6) 

setzt und in dieser Gleichung die reellen und imaginären Bestandtheile 
trennt. 

1) Lagrange (1779) für das Relationsellipaoid (Werke. t.lV. p.637). Gauss 
(1822) für die allgemeine Fläche (Werke. Bd. IV. p. 193). 
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Dies deckt sich mit dem bekannten Satze der Functionen theorie: 

Trennt man den reellen und imaginären Bestandtheil einer Function 
der complexen Variablen a -{- iß^ so erhält man zwei Functionen Ä, B, 
die eine conforme Abbildung der Ebene (a, ß) auf die Ebene {A^ B) 
bewirken. 

Umgekehrt zeigt sich^ dass durch die Gleichung (6) auch sämmt- 
liche isometrische Curvenschaaren der Fläche bestimmt sind. 

Denn sind (a, ß) und {A^ B) zwei solche Schaaren, so müssen 
dieselben durch zwei Gleichungen J. = ^(a, ß) und B ^=^ B{a^ ß) ver- 
bunden sein von der Art, dass 

ds^ = k\da + idß) (da — idß) = L\dA + idB) {dA — idB). 

Da nun dA und dB linear und homogen in da und dß sind, so folgt 

dA + idB = Q(da±idß) 

und da hier die linke Seite ein vollständiges Differential ist, so muss 
dasselbe von der rechten Seite gelten, also q eine Function von 
(a ^3 iß) sein, was auf die Gleichung (6) zurückführt. 

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich auch das Kriterium dafür, 
dass die Parametercurven u, v selber ein isometrisches System 
auf der Fläche bilden. Für diesen Fall muss d$^ nach (4) die Form 
haben 

(7) ds" = l{üdu^ + Vdv"), 

wo ü Function von u, V Function von v allein, l eine beliebige 
Function von (w, v) ist. Die Vergleichung mit (1) gibt als nothwendige 
und hinreichende Bedingungen für die Isometrie: 

(8) f=0 e = lU g=-lU oder e:g = U:V =V,: U,. 
Man kann denselben eine andere Form geben; da 

dv\l/ ^ du\l/ ^ 

ist, so erhält man durch Elimination von l statt (8) die Gleichungen: 

(9) f=0 ^^ = 5ifi. 
^ ^ ' cuov dudv 

m 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so ergibt sich l aus 

(10) log i ^fip;^ äu + ^J;p äv) . 

Ist insbesondere J7= F= 1, also /'=0, e = flr, so sind (w, v) ther- 
mische Parameter. 
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Als Anwendung behandeln wir die später zu benutzende Auf- 
gabe: 

Die Kugel conform auf die Ebene abzubilden. 

Zuerst drücke man die Coordinaten X, Y, Z eines Punktes P der 
Kugel durch die Parameter u, v der Minimallinien der Kugel aus. Die 
Kugel habe den Radius 1 und ihren Mittelpunkt im Nullpunkt, diese 
Kugel bezeichnen wir hier und später mit K. Sei Z= die Aequator- 
ebene, q der Radius des Parallelkreises von P und ^ der Winkel, der 
die Meridianebeue von P mit der Ebene Y=0 bildet. Dann hat 
man för Z, Y, Z die Werthe 



Z=9C0s^ r=9sin^ Z ==yi — q\ (11) 

Sind (u, v) die Parameter der Minimallinien und drückt man das 
Linienelement dS der Kugel einerseits durch {q, ^), andererseits durch 
{u, v) aus, so erhält man: 

dS' = ^. + 9*^*' = F{u, t,) ^ ^; , (12) 

WO F(u, v) eine noch zu bestimmende Function ist Durch Zerlegung 
folgt 

9)/l — 9« ^ ^ u qVi — q* ^ ^ ^ 

oder 

dg 1 /du , dv\ . , , 1 /du dv\ 



oder 



Vi 



cos^= — 7= smi(> = — -=' (14) 

2]/u» 2%yuv ^ ^ 

Hiernach sind u - v = const. die Parallellinien, u:v = const. die 
Meridiancurven der Kugel K. Aus (11) folgt 

X=,«+^ Y^i^£^ ^ = ^^' (15) 

1 + uv 1 + Mt; l-f-ttt? ^ '^ 

und durch Auflosung 

Wir setzen nun die Kugel K durch stereographische Projection 
mit der Ebene in Verbindung*). Ist der Pol (X= r=0, Z= 1) 
das Projectionscentrum, die Aequatorebene Z = die Projections- 
ebene, ferner X, Y, Z ein Punkt der Kugel und S, iy seiu Bildpunkt, 

1) Biemann, Ges. Werke p. 286 (1867). 
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so sind diese Coordinaten (wenn die |- und 17-Axe mit der X- und 
F-Axe zusammenfallen) verbunden durch die Gleichungen: 

07) S = ri^ 1» = ,^-^ ^' + n' = \&z 

oder 

^lö) ^ — j« + ^«_^i ^ — 4« + ^«+l -^-i. + ^. + i' 

Aus (16) und (17) folgt 

(19) w = g + ii2 V = ^ — iri. 

Daher sind die Parameter u, v der Minimallinien der Kugel identisch 
mit den conjugirten Werthen | + ii? und 5 — i'^y gebildet aus den 
Coordinaten des Projectionspunktes. Nach (12), (13) und (19) ist 

(20) dS- = ^% = "ITtl'^i?^ • 

^ ^ Cl + wr)« (4* + »2*+l)* 

Daher der auch geometrisch- leicht zu beweisende Satz: 

Die Eugel wird durch die stereographische Proportion conform 
auf die Ebene abgebildet. 

Die Curven 5 = «; V '^ ß bilden nach (2Ö) ein specielles iso- 
metrisches System auf der Eugel. Das allgemeinste isometrische 
System wird erhalten, indem man den reellen und imaginären Bestand- 
theil einer beliebigen Function der complexen Variabein S + i^ gleich 
Constanten setzt. Sind also L und M conjugirte Functionen und 

(21) Liu) = L(i^iri) = S + iH M(v)= M{i-iri) = S-iH, 

so stellen SHy v) = ^j ^(£; ^) = -^ ^^^ allgemeinste isometrische 
System auf der Eugel vor. Setzt man 

L{u) =f]/P{u)du M{v) =fyQ(v)dv, 

so folgt aus (21) 

2dS = yPdu + YQdu 2 idH = YTdu — VQdv. 

Daher ist die Differentialgleichung des allgemeinsten isometrischen 
Systems auf der Kugel in den Parametern (u, v) von der Form 

(22) Pdu^-Qdv^ = 0, 

wo P und Q beliebige conjugirte Functionen bezüglich von u und v 
sind. Umgekehrt ist jede solche Gleichung die Differentialgleichung 
eines isometrischen Systems der Eugel. 

8 4. Gteodätische Linien. Gtoodätisohe Coordinaten. 

Geodätische Linien auf der Fläche heissen die Curven, 
deren Hauptnormale in jedem Punkte mit der Flächennormale zu- 
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sammenfallty oder deren Schmiegungsebene durch die Flächennormale 
hindurchgeht. 

Die Gleichung der Flachennormale im Punkte x, y, z ist, wenn 
I, riy i die Coordinaten eines variabeln Punktes der Normale sind und r 
der Abstand beider Punkte: 

5 — x = ra rj — ys=rb ^^ z = rc, (l) 

Ferner ist för eine Raumcurve, deren Punkte x, y, z als Functionen 
eines Parameters gegeben sind, die Gleichung der Schmiegungsebene 
in (x, y, z)y wenn |, iy, g die laufenden Coordinaten sind, 

. \^-'Xdxd^x\ = 0. (2) 

Drückt man aus, dass die Schmiegungsebene (2) die Normale (1) 

enthält, so hat man die Differentialgleichung der geodätischen 

Linie in der Form: 

\adxiPx\=- 0. (3) 

Um dieselbe in den Parametern (u,v) und deren Differentialen zu er- 
halten, multiplicire man die linke Seite mit der Determinante (24) § 1 ; 
dann geht (3) über in 

cdu + fdv mdu^ + 2mdudv + m'dv^ + ed^u + fcPv 
fdu + gdv ndti^ + 2ndudv + n'dv^ + A^w + ff^^ 



= 0. (4) 



Diese Differerentialgleichung hängt nur von den Coefficienten e, f, g 
des Linienelementes ab; sie ist femer von der zweiten Ordnung; ihr 
Integral enthält zwei willkürliche Constanten. Man kann beweisen, 
dass eine geodätische Linie vollkommen bestimmt ist durch einen ihrer 
Punkte und die Richtung in ihm, dagegen im allgemeinen nicht voll- 
kommen bestimmt durch zwei ihrer Punkte, auch wenn dieselben noch 
so nahe beisammen liegen. Wir geben in § 16 die Integration der 
Gleichung (4) für eine besondere Art von Flächen, zu denen u. a. die 
Flächen zweiter Ordnung und die Rotationsflächen gehören. 

Man kann ferner durch die Yergleichung mit (3) zeigen, dass die 
geodätische Linie auch definirt werden kann: 

innerhalb gewisser Grenzen als kürzeste Linie zwischen zwei Punkten, 

oder auch als Ort eines auf der Fläche beweglichen Punktes, auf 

den keine Kräfte wirken, oder endlich als die Curve, die ein auf 

der Fläche gespannter Faden annimmt, auf den keine Kräfte wirken '). 

Die geodätischen Linien lassen sich verwenden zur Einführung 

gewisser Parameter^), die auch geodätische Coordinaten heissen. Zieht 

man auf der Fläche eine beliebige Curve p und von ihren Punkten 

1) Monge-Liouvillc, Applications, p. 401 ff. 

2) Gauss, Disq. gen. Art. 16. 16. IV). 
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aus, normal zu ihr, die geodätischen Linien y^ yi, » » und trägt auf den 
letzteren gleiche Längen ab, so bilden die Endpunkte eine Curve |>|, 
die eine geodätische Parallele von p heisst. Man überzeugt sich 
leicht^ dass die geodätischen Parallelen p, Pi, . . und die geodätischen 
Linien y, y^ » • sich überall orthogonal durchschneiden; man nennt 
daher das System dieser beiden Schaaren ein geodätisches Ortho- 
gonalsystem. In der That, führt man die beiden Schaaren als 
Parametercurven ein und bezeichnet die ersten mit M = con8t., die 
zweiten mit v = coust. und versteht insbesondere unter u die Länge 
der geodätischen Linien, gemessen von der Linie p(u =^0) an, so ist 
in dem Ausdruck für das Linienelement erstens c == 1 (weil für dv = 
ds =^ du werden muss), ferner aber /*=0. Denn der Differential- 
gleichung (4) der geodätischen Linie muss durch e = 1 und dv = 

genügt werden; sie reducirt sich aber für diese Werthe auf ^1*^.^ = 0. 

Es muss also f= V d. h. Function von v allein sein oder es muss 
längs jeder einzelnen geodätischen Linie y, yi > > (t; «= const.) f eben- 
falls constant sein. Da nun für die Schnittpunkte der Curve p mit 
den sämmtlichen zu ihr orthogonalen Curveu y, ^i . . f den Werth 
hat) so muss in der ganzen Fläche f=0 sein (q. e. d.). 

Die hier definirten Parameter u,v heissen geodätische Coordi- 
naten; in ihnen hat das Linienelement die Form: 

(5) ds* = du* + gdv*, 

wo g noch Function von (u, v) ist. Hat umgekehrt das Linienelement 
einer Fläche die Form ds^ = edu^ + gdv* mit der Bedingung, dass c 
eine Constante oder Function von u allein ist, so erhält man durch 
die Substitution edu* = dn^^ die Form (5), und es stellt alsdann 
Ui = const. ein System von geodätischen Parallelen dar und fi| selber 
die Länge der geodätischen Linien v = consi, gemessen von der ersten 
geodätisch Parallelen u^ «=» 0. 

Lässt man in der obigen Betrachtung die erste geodätisch 
Parallele p (u = 0) zusammenschrumpfen zu einem Punkt P, von dem 
die geodätischen Linien v = const. ausgehen, so heissen die geodätisch 
Parallelen ti = const „geodätische Kreise" und (w, v) ein geodä- 
tisches Polarsystem vom Mittelpunkt P. In diesem Falle tritt für 
die Function g in (5) noch die Bedingung hinzu, dass für u = auch 
jf = wird, weil im Punkt P (m = 0) für alle Richtungen ds = du 
werden muss. Unter der Voraussetzung, dass in einem geodätischen 
Polarsystem v den Winkel bedeute, den im Punkt P die Linie v mit 
der Linie t; «= bildet, tritt die weitere Bedingung hinzu, dass für 
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u = -J-^ = 1 ist Denn das Bogenelement eines geodätischen 
Kreises von unendlich kleinem Radius hat jetzt den Werth ds «=» udv] 

es muss also für w = V^= u oder -^-^ = 1 werden. 

' ^ du 

Es sei noch bemerkt, dass die Minimallinien als geodätische 

Linien angesehen werden können; denn die Schmiegungsebene einer 

Minimallinie berührt den imaginären Kugelkreis (§ 3); sie ist folglich 

normal zur Tangente der Curve, geht also durch die Flächennormale. 

Analytisch ergibt sich dasselbe^ da fOr e ^== g "^ der Gleichung (4) 

ebensowohl durch dw = wie durch dt; = genügt wird (vgl. 

auch § 17). 

§ 5. CoDJugirte Biohtnngen. S^rümmungslinien. Asymptotenlinien. 

Conjugirt^) heissen zwei von einem Punkt {x^y^z) oder (w, v) 
ausgehende Linienelemente ds^ und ds^ oder Richtungen {dn^ : dv^ und 
{du^ : dv^ auf der Fläche^ wenn die Tangentialebenen in den End- 
punkten des einen Linienelementes sich in der Richtung des anderen 
Elementes schneiden. 

Dass diese Beziehung zwischen den beiden Richtungen reciprok 
ist, ergibt sich unten aus dem Beweis der Gleichung (1). 

Conjugirte Liniensysteme auf der Fläche sind solche^ die sich 
allenthalben nach conjugirten Richtungen durchsetzen. 

Die Bedingung dafür, dass die beiden Richtungen du^ : dv^ und 
du^ : dv^ conjugirt sind, ist 

d • du^du^ + d' (duidv^ + dVidwg) + d"- dvjdvj = 0. (1) 

Denn sind X, Y, Z laufende Coordinaten, so ist die Gleichung der 
Tangentenebene im Anfangspunkt (x,y,ß) von ds^i 

{X — x)a+{Y—y)h + {Z — 0)c = O 
und im Endpunkt {x •{- dx^, y + dy^, + dz^) von ds^: 

{X-X'-dx,)(a+da,) + {Y-y-dy,){b+db,)+Z--0-d0,)(c+dc,)=O, 
wobei 

dx,=^j^du, + ^£dv, da, = ^^du,+p^dv,. 

Für die Punkte (X, Y, Z) der Schnittlinie beider Tangentialebenen 
hat man also, da adx^ + hdy^ + cdz^ = 0: 

(X — X) da, + (F— y) dh, + (Z— z) de, =- 0. 

1) Dupin, D^veloppcments. p. 44 u. 91. 
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Die Bedingung dafür, dass auf dieser Linie der Endpunkt (x + r/^r^, 
y + rfj/jj, z + dz^ von ds^ Hege, ist: 

da^dx^ + db^dy^ + dc^dz^ = 0. 

Diese Gleichung ist aber nach (3) § 2 identisch mit (1). 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafQr, dass die 
Parametercurven li = const. und v = const. selber conjugirte 
Linien sind, ist: 

(2) €t=0. 

Denn soll (1) genügt werden durch (dWi «= du ; dv^ = 0) und (rft/g = 0, 
dvg = dv\ so muss d'= sein, und umgekehrt, ist r//= 0, so genügen 
diese Differentiale der Gleichung (1). 

Der Winkel V zwischen einer Richtung du^ : dv^ und der ihr 
conjugirten Richtung dti^idv^ ist nach (9) § 1 bestimmt durch: 

ds^ds^ cos F= edu^du^ + f{du^dv^ + dv^du^ + gdv^dv^ 

oder wenn man nach (1) die Werthe 

du^ = X((tdUi + et'dvj) dv^ = — k{dd%i^ + rf'rfvj 

(wo A ein Proportionalitätsfactor) einträgt, durch: 

(3) ds^ds^(^osV=k\du^\ed;-fd)+du^dv^{eir^gd)+dv^\ftl''-gd:)l 



(4) 



0. 



Erümmungslinien^) der Fläche heissen diejenigen Curven- 
systeme, die zugleich conjugirt und orthogonal sind. 

Die Differentialgleichung der Erümmungslinien ist nach (3) 
cosF= oder wenn man (w, v) für (i/|, v^ schreibt: 

{ea— fd) du^ + {edr— gd) dudv + (/'rf"- gtt) dv" = 
oder 

edu + fdv ddii + d'dv ' 

fdu -{• gdv itdu + ^^"rfv 

Es gibt also zwei Schaaren von Erümmungslinien auf der Fläche. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die 
Parametercurven (m, v) selber Erümmungslinien werden, sind 
nach (2) und (10) § 1 oder auch nach (4): 

(5) f=^0 cl'=0. 

Eine andere Definition der Erümmungslinien gibt zu weiteren 
Betrachtungen Anlass. 

Erümmungslinien sind auch diejenigen Curven, längs deren die 
eonsecutiven Flächennormalen sich schneiden. 



1) MoDge-Liouville, Applications, p. 124 ff.; Dupin, D^veloppements. 
p. 47 u. 94. 
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Denn sollen die Normalen in den Punkten (u, v) und (m + du, 
V -|- dv) einander schneiden, so hat man, wenn |, 17, g die Coordinaten 
des Schnittpunktes und wenn r seinen Abstand vom Punkte (u, v) oder 
{x,yyß) bezeichnet, die Bedingung: 

I = ic + ra = (a? + d^) + (** + dr) (a + da) 
oder 

dx + adr + rda = (6) 

nebst den entsprechenden Gleichungen in (y, 6) und (0, c). Durch 
Elimination von r und dr folgt 

\a da dx\ = 0. (7) 

Diese Gleichung lässt sich leicht auf die Form (4) bringen ent- 
weder, indem man die linke Seite mit der Determinante (24) § 1 
multiplicirt oder auf folgende Weise. Multiplicirt man (6) mit a und 
addirt die entsprechenden Gleichungen in (y, h) und {e, c\ so folgt 

wegen ^adx = und^a* = 1 für die Richtung der betrachteten 

Linien: 

dx + rda=-0 dy + rdb = djs + rdc = 0. (8) 

S sc da (in 

Multiplicirt man diese Gleichungen bez. mit ^, 0^, ^, dann 

mit ^; g^; Q- wild addirt jedesmal, so erhält man nach (4) § 1 

und (3) § 2: 

edu + fdv = r{ddu + ^dv) fdu + gdv = r{d!du + d'dv). (9) 

Eliminirt man hieraus r, so ergibt sich die Gleichung (4), womit 
die Identität der oben definirten Linien mit den Exümmungslinien er- 
wiesen ist. Die Gleichungen (8) geben eine dritte Definition der 
Erümmungslinien, nämlich (vgl. § 11): 

Erümmungslinien sind auch diejenigen Curven, deren Richtung in 
jedem Punkt der Richtung des sphärischen Bildes parallel ist. 

Eliminirt man andrerseits aus (9) du : dv, so erhält man eine 
quadratische Gleichung in r, nämlich: 

rd — e rd — f 

rd!—f rd' — g 

oder 

r\dd:'- d') — r{ed'— 2fd+gd) + {eg-f^^ 0.*) 

Die zwei Wurzeln r^ und r^ dieser Gleichung heissen die Haupt- 
krümmungsradien der Fläche im Punkt (u, t;); sie sind die 
Krümmungsradien derjenigen ebenen Normalschnitte, die im Punkt (u, v) 



(10) 



1) Monge-Lionville, Applications, p. 129. 

stahl n. Kommerell, Qrundformeln d. allgem. Flächoniheorie. 
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die eine und die andere Erümmungslinie berühren. Die zu r^ und r2 
gehörigen Fortschrittsrichtungen ergeben sich eindeutig aus den Glei- 
chungen (9). 

Aus (10) erhält man die schon früher (§ 2) abkürzend benutzten 
Werthe für das Erümmungsmaass Je und für die mittlere Krüm- 
mung % der Fläche im Punkt («, v): 

Je — JL — ^^—j^'* 

u u f^g — P 

Die Krümmungslinien und ebenso die Hauptkrümmungsradien sind 
für reelle Flächen stets reell; denn die Discriminante von (4) in Be- 
zug auf du : dv ist mit der Discriminante von (10) in Bezug auf r 
identisch und positiv; sis lässt sich nämlich leicht auf die Form bringen: 

^^^^ = [(eit'- gd) - ¥ {cd'- fd)f + i {cg - P) (ed- fd)\ 



Asymptotenrichtung heisst eine Richtung auf der Fläche, die 
mit der zugehörigen conjugirten Richtung zusammenfällt; Asym- 
ptotenlinien heissen die von den Asymptotenrichtungen gebildeten 
Curven*). 

Als Differentialgleichung der Asymptotenlinien erhält man aus (l), 
indem man du^ : dv^ = du^ : dv^ = du: dv setzt 

(13) ddu^ + 2d'dudv + irdv"" = 0. 

Hiernach gehen durch jeden Punkt der Fläche zwei Asymptotenlinien. 
Nach (1) und (13) sind umgekehrt conjugirte Richtungen solche, die 
harmonisch zu den Asymptotenlinien liegen. 

Betrachtet man die linke Seite von (13) und den Ausdruck für 
ds^ (3) § 1 als binäre Formen in dUy rfv, so sind die Zähler und Nenner 
von h und h (11) die simultanen Invarianten, die linke Seite von (4) 
die simultane Covariante derselben. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die 
Parametercurven u, v selber Asymptotenlinien werden, sind 
nach (13): 

(14) d = €r= 0. 

Um den Winkel W zwischen den beiden Asymptoten rieht ungen 
zu bestimmen, seien du': dv und du': dv" die Wurzeln der Gleichung 



1) Dupin, Däveloppements. p. 51. 
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(13), ferner ds und ds" die Elemente der Asymptotenlinien und ft ein 
Proportionalitätsfactor. Dann folgt aus (13): 

dudu'==^ ^it' dv'dv'=^ ^id dudv'-^' dvd%i'= — (i - 2(Jt. 

Daher ist wegen (11) und (12): 

edudu'-]- f{du'dv'-\- dvdu') + gdvdv" 

= fiietf- 2f<jt+ gd) = ^«* (i + ^j , 

dsds"=(i[{ea'-2fa-\- gdf -A^eg- n{dd'- rf'^)]^=p<Jä (^ - 1) 
und folglich nach (8) § 1: 

co8Tr=-'i-^- • (15) 

Der Winkel der Asymptotenlinien ist daher nur abhängig von 
dem Verhältniss der beiden HauptkrQmmungsradien ^). 

Die Curve auf der Fläche, längs der die Asymptotenlinien sich 
rechtwinklig durchschneiden, ist: 

r^ + rjj = oder cd"— 2fd:+ gd = 0. (16) 

Die Asymptotenlinien lassen sich noch in anderer Weise definiren. 
Die Gleichung (13) ist nach (4) § 2 identisch mit 

dadx + dhdy + dcdz = 0. (17) 

d. h. (vgl. § 11): die Asymptotenlinien sind auch diejenigen Curven 
auf der Fläche, deren Richtung in jedem Punkt zu der Richtung des 
sphärischen Bildes normal ist. 

Die Gleichung (13) ist femer nach (4) § 2 identisch mit 

ad^x + hd^y + cd'z = 0. (18) 

Dies ist aber die Bedingung dafür, dass die Tangentialebene der 
Fläche im Punkt (x, y, z) noch den Punkt x + 2dx + ^^j y + 2dy + d^y, 
z + 2dz + d?z) enthalte; daher: 

Die Asymptotenlinien sind auch diejenigen Curven, deren 
Schmiegungsebene in jedem Punkt mit der Tangentialebene der 
Fläche zusammenfällt. 

Dasselbe Resultat gibt in anderer Weise der Satz: 

Die Schnittcurve einer Tangentialebene der Fläche hat im Be- 
rührungspunkt einen Doppelpunkt; die beiden Tangenten des Doppel- 
punkts osculiren die Fläche; sie geben die Richtung der Asym- 
ptotenlinien an. 

Denn ist (a;, y, z) ein bestimmter Punkt der Fläche mit den 



1) Dupin, D^yelopx>einents. p. 189. 
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festen Parametern (u, v), so hat die Schnittcurve der Tangentialebene 
dieses Punktes mit der Fläche die Gleichung 

(19) a(X — x) + 6(r— y) + c{Z -^ z) = 0, 

wenn man die Grossen x^y^Z] a, b, c in den festen Parametern (i«, v), 
die Grossen X, I^ Z in variabelen Parametern ( ?7, F) ausdrückt. Die 
Gleichung (19) und ebenso die aus ihr durch Diflferenziren nach U 
und V hervorgehenden Gleichungen: 

dX , .dY , dZ ^ dX , ,dY , dZ ^ 

« 

werden befriedigt, wenn man Uj V mit m, v und X, Y, Z mit x, y, z 
zusammenfallen lässt, d. h. die Schnittcurve (19) hat im Punkt (w, v) 
einen Doppelpunkt. Um die Richtungen d\i : dv der Tangenten in 
(t/, v) zu finden, hat man die Entwicklung 

(20) X = a; + 1^ dw + 1? dt; + 1^ rfM« + 2^ dudv + |-,dt;'+ • •• 

nebst den entsprechenden Entwicklungen für Y und Z in (19) ein- 
zutragen. Man erhält dann für die Richtungen duitlv der Tangenten 
im Doppelpunkt gerade die Gleichung (13), welche die Richtungen der 
Asymptotenlinien angibt (q. e. d.). . 

Dass die Asymptoteqllinien auch die Curven sind, für welche jede 
*sie berührende (aber von der Schnittcurve der Tangentenebene ver- 
schiedene) ebene Schnittcurve im Berührungspunkt eine Wendetangente 
hat, zeigt sich in § 15. 

Man unterscheidet auf der Fläche '), je nachdem 

Je oder dd!'— it^ > das Gebiet der elliptischen Punkte, 

(21) „ „ „ <0 „ „ „ hyperbolischen Punkte, 
„ „ „ =0 die Curve der parabolischen Punkte. 

Die letztere Curve trennt die Gebiete der elliptischen und hyper- 
bolischen Punkte. In den elliptischen Punkten sind die Haupi- 
krümmungsradien gleichgerichtet und die Asymptotenlinien imaginär; 
die Fläche ist convex-convex. In den hyperbolischen Punkten sind 
die Hauptkrümmungsradien entgegengesetzt gerichtet und die Asym- 
ptotenlinien reell; die Fläche ist convex-concav. In einem para- 
bolischen Punkt ist ein Hauptkrümmungsradius unendlich, die Asym- 
ptotenlinien fallen zusammen. Im Allgemeinen ist die Curve der 
parabolischen Punkte der Ort der Spitzen, in singulären Fällen auch 



1) Dupin, Däveloppements. p. 49 n. 154. 
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gaoz oder theilweise die Einhüllende der Asymptotenlinien. Man ver- 
folgt diese VerfaältDisse leicht an dem Beispiel der Rotationsflächen. 

Die Bezeichungen (21) haben ihren Ursprung in einer Betrachtung, 
die sich an die obige Bemerkung über die Asymptotenlinien anscbliesst. 

Um die Fläche in der Umgebung eines Punktes zu untersuchen, 
denkt man sich die Schnittcurve der Fläche mit einer der Tangential- 
ebene des Punktes parallelen und unendlich nahen Ebene und ersetzt 
diese Schnittcurve durch die sog. Indicatrix^), d. i. die einfachste 
Curve, die sich in der Nähe des Punktes der Schnittcurve möglichst 
eng anschliessi 

Um die Gleichung der Indicatrix in der einfachsten Form zu er- 
halten, seien u, v die Parameter der Erümmungslinien, also nach (5) 
und (11): 

f=0 a^O -^ = - 1 = ^'. (22) 

fi e ^% 9 

Eine zur Tangentialebene (19) parallele Ebene im Abstand a hat 
die Gleichung: 

a(X — a; - £a) + &(r- y — sV) + c{Z — z — ec) = 
oder 

a(X-x) + h{Y— y) + c(Z - ^) = f. 

Trägt man hier die Werthe (20) ein, so erhält man 

ddv? + 2(jtdudv -j- d'dv^ = b 

oder wenn man die Bogenelemente der Parametercurven yedu = 5 
und yjdt;«=iy setzt und die Gleichungen (22) benutzt^ als Gleichung 
der Indicatrix: 

r + r = '^ (23) 

WO B als unendlich klein vorausgesetzt ist. Hiemach besteht die Indi- 
catrix in einem elliptischen Punkte (k > 0) aus einer Ellipse, in einem 
hyperbolischen Punkte {h < 0) aus einer Hyperbel, in einem paraboli- 
schen Punkte (r, <=» oo) aus einem Paar von parallelen, unendlich nahen 
Geraden. 

Ferner entsprechen conjugirte Richtungen in einem Punkte der 
Fläche conjugirten Durchmessern, die Asymptotenrichtungen des Punktes 
den Asymptoten, die Richtungen der Krümmungslinien den Haupt- 
axen der Indicatrix, sodass die Richtungen der Krümmungslinien auch 
diejenigen Richtungen sind, für welche die normalen Krümmungen 
des Punktes zum Maximum oder Minimum werden (vgl. § 15). 

Ist insbesondere für einen Punkt r^ = r^y also die Indicatrix ein 

1) Dupin, D^voloppements. p. 48 n. 147. 
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Kreis, so lieisst der Punkt ein Kreiapunkt^) (Nabelpunkt); für 
ihn ist also nach (12) 

(24) i_i._^_f_2:. 

Man sieht leicht, dass durch einen Kreispunkt im Allgemeinen 
nicht unendlich viele, sondern nur drei Krümmungslinien hindurch 
gehen*). Es sei A = consi die endliche Gleichung der beiden 
Schaaren von Krümmuugsliuien, aufgelöst nach der Constanten. Setzt 
man in ihr u '\- du und v '\- dv für u und v und entwickelt nach Po- 
tenzen von du und dv, so erhält man, indem man bis zu den Gliedern 
zweiter Ordnung vorschreitet, die Differentialgleichung der Krümmungs- 
linien in der Form: 

Pdfii^ + Qdudv + lidv^ == 0, 

wo die linke Seite bis auf einen Factor mit (4) übereinstimmt. 

In einem Kreispunkt, wo nach (24) P=§ = Ji = ist, hat man 
bis zu den Gliedern dritter Ordnung vorzugehen; man erhält so, wenn zur 

Abkürzung ^ = P^, -^ = P^ u. s. w. gesetzt wird, die Gleichung 

{P,du + P^dv) du^ + (öl du + Q^dv) du dv + (R^du + R,dv) dv^ = 0, 

welche drei Werthe für das Verhältniss du : dv liefert, 

Ist d = it= d"= 0, so hat man einen Kreispunkt mit unendlich 
grossem Radius. Durch Fortsetzung der Entwicklungen (20) findet 
man jetzt für die Indicatrix eine Curve dritter Ordnung und die Schnitt- 
curve der Tangentialebene erhält einen dreifachen Punkt, dessen drei 
Tangenten den drei Asymptoten der Indicatrix parallel sind und die 
Asymptotenrichtungen der Fläche in dem Punkt angeben. 

Die Untersuchungen der §§ 3 — 5 lassen sich verwenden, um die in 
§ 1 und 2 für allgemeine Parameter entwickelten Formeln zu ver- 
einfachen; so hat man zu setzen: 

f=0 , wenn die Parametercurven orthogonal sind. 



c = 0, y = 0, 
(25) . = //, /-^O, 

d = 0, €/" = 0, 

/• = 0, rr=(). 



f9 V 

}9 )9 

)) )} 

)} V 

W J) 



conjugirt sind, 
Minimallinien sind, 
isometrische Linien sind, 
Asymptotenlinien sind, 
Krümmungslinien sind, 
ein geodätisches Ortho- 
gonalsystem 



1) Dupin, Dcveloppements. p. 126. 

2) Dupin, 1. c. p. 164. 
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bilden und u die Bogenlänge der geodätischen Linien, gemessen yon 
einer der geodätisch Parallellen v «=» const. 



Wir schliessen hier noch folgende BemerkuDg^) an, bei der eine 
Fläche als biegsam betrachtet wird, ohne dehnbar zu sein. Eine 
Fläche heisst eine Biegungsfläche einer anderen oder auf einer 
anderen abwickelbar, wenn sie aus ihr durch Verbiegung erhalten 
werden kann. Zwei verschiedene Flächen mögen Punkt für Punkt auf 
einander bezogen sein dadurch, dass ihre Punkte (x, y, g) und (x, y, z) 
als Functionen desselben Parameterpaares (ti, v) gegeben sind in der 
Form; 

X = X{U,V) y^y{u,v) ^ = X? (m, v), .^g. 

X === X {UfV) y = y (««, V) z = z (u, V). 

Sollen die beiden Flächen auf einander abwickelbar sein, so ist 
offenbar nothwendige und hinreichende Bedingung, dass die Linien- 
elemente ds und ds oder die Ausdrücke 

ds^ = edu^ + 2fdudv + gdv^ und ds'^ = edu^ + ^f'dudv + gdv^ 

für jede Richtung einander gleich sind oder dass 

e = e' /• = r ff=g' (27) 

ist. Hieraus folgt^ dass alle von e, /| g allein abhängigen Gleichungen 
oder Grössen bei der Verbiegung ungeändert bleiben. 

Dies gilt z. B., wie auch geometrisch klar ist, von dem Winkel 
zweier Flächencurven (8) § 1 und der Differentialgleichung der kürzesten 
Linien (4) § 4, also auch diesen selber. Es zeigt sich später (§ 7), 
dass für zwei auf einander abwickelbare Flächen in entsprechenden 
Punkten auch das Krümmungsmaass k und (§ 15) die geodätische 
Krümmung entsprechender Flächencurven denselben Werth hat. 

Auf die Kriterien für die Abwickelbarkeit zweier gegebenen 
Flächen kommen wir später, in § 18, zu sprechen. 

§ 6. Anwendung auf die Centraflächen. 

Die bisherigen Entwicklungen sollen zu einer kurzen Untersuchung 
der Centraflächen verwandt werden. Jedem Punkt («, v) einer ge- 
gebenen Fläche C entsprechen zwei auf der Normale gelegene Haupt- 
krümmungscentra. Die Centra fläche von C, d. h. der Ort aller 
Hauptkrümmnngscentra von (7, hat daher zwei Mäntel, die entsprechend 

den Radien r^ und r^ mit 6\ und Cg bezeichnet seien. Eine Normale 

• 

1) Gauss, Disq. gen. Art. 12 u. 13. 
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Yon G berührt C^ und C^ in den zugehörigen Erümmungsmittelpunkteu. 
Die Normalen von C längs einer Krümmungslinie bilden eine ab- 
wickelbare Fläche A, deren Rückkehrkante der Ort der zugehörigen 
Krümmungscentra ist. Die beiden Mäntel (7| und C^ sind daher auch 
der Ort der Rückkehrkanten der zu den beiden Systemen von Erüm- 
mungslinien gehörigen abwickelbaren Flächen A,^) 

Zur analytischen Untersuchung wähle man auf C als Parameter- 
curven die Erümmungsliuien. Dann gelten nach § 5 und nach (6) § 2 
die Formeln 

(1) f=0 cr= ds"^ edu? + gdv", 

(2) ^ ^* ^ ^' 



r, e 


u g ' 


da 1 dx 
du Tydu 


da 1 dx 
dv fg dv 



(3) 

Mit Hilfe derselben erhält man für den Mantel (7^, wenn die auf 
ihn bezüglichen Grössen durch den unteren Index 1 unterschieden 
werden und wenn zur Abkürzung gesetzt wird (vgl. § 11): 

(4) yl = yE ^-=»1/0, 

durch eine leichte Rechnung die folgenden Formeln: 

(5) a?! = a; + r^a i/i = y + r^J ^i = ^ + r^c, 
,c\ 1 dx , 1 3y X dz 



(8) ./.=1/^|J cl/=0 <' — ^ij, 

dr^ 

(10) C«,rf/' - <* G ^ ^'*» Ä, 7—^. 1^ • 

^ ^ * ^ ^ du du 1 (^j — ^i) ^ 

Hieraus ergeben sich die entsprechenden Formeln für den Mantel C^j 
wenn man u mit t; vertauscht und für 

(11) XiVi^i öfi^iC, ej^g^ d^d^il^' r^r^ s^s^ e g E G 
setzt: 

(12) 30^y%^^ a^hc^ g^f^e^ d^'il^d^ r^r^ s^s^ g e G E. 

• 

1) Monge-Liouville, Applications, p. 136ff. 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich folgende Sätze: 

Aus (6): Die Normale der Fläche C^ ist parallel der zugehörigen 
Krümmungslinie in dem entsprechenden Punkt auf C. Die Normalen 
von (7| und C^ in entsprechenden Punkten sind daher zu einander 
normal. 

Aus (8): Die Curvensysteme auf C^ (oder auf C^\ die den beiden 
Schaaren von Erümmungslinien auf C entsprechen, sind conjugirt. 

Aus (9) : Auf C| sind die Curven r^ = const. (die den Linien 
von constantem Radius r^ auf C entsprechen) geodätisch Parallele 
und die Curven v »» const. (die der einen Schaar von Erümmungs- 
linien auf C entsprechen) die zugehörigen orthogonalen Geodä- 
tischen; zugleich ist r^ die Bogenlänge dieser Geodätischen, gemessen 
Yon einer geodätisch Parallelen. 

Ist speciell r^ = U, d. h. Function von u allein, so ist f^ = 0, 
d/ = 0, d. h. die Erümmungslinien von C^ entsprechen den Erüm- 
mungslinien von C selber. 

Ist speciell r^ «= F, d. h. Function von v allein, so ist 

e^ = /i = dl = rli'= 5 Äj = 005 dSj^ = gidv^y 

d. h. die Fläche (7^ wird zur Curve. Die Fläche G ist alsdann eine 
allgemeine Eanalfiäche, d. h. die Enveloppe einer Eugel mit variablem 
Radius, deren Mittelpunkt eine beliebige Raumcurve beschreibt^). 

Yon besonderem Interesse ist die Centrafläche einer Fläche (7, 
deren Erümmungsradien r^ und r, durch eine Gleichung 
JF(ri,r2) = verbunden sind^, für die also 

1 « _ 1 « -= oder ^-5 5- ^- = 0. (13) 

du ov cv du ouov ov du ^ ' 

Für diese Flächen besteht nach (10) wegen (13) zwischen den 
Erümmungsradien r^, r, von C und den Erümmungsmaassen \ und 1c^ 
von Gl und G^ die Relation: 

hK(ri-r,Y = -i.-') (14) 

Die Werthe \ und i, haben hiemach gleiches Vorzeichen oder 
die Asymptotenlinien auf (7^ und G^ sind gleichzeitig reell oder imaginär. 

Ferner sind nach (8) die Gleichungen der Asymptotenlinien auf 
G^ und C/g 

E^-^du''-G^^dv' = E^J^ du^ — a^-^dv^ = 0. 
du du dv cv 



1) Monge-Liouville, Applications, p. 238. 

8) Weingarten, Journ. für Math. Bd. 69. p. 382 (1861). 

3) HalpbeD, Bull. d. 1. soc. math. de Paris. IV. p. 94 (1876). 
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Diese Gleichungen sind aber unter der Voraussetzung (13) iden- 
tisch. Daher*): 

Für die durch (13) charakterisirten Flächen sind die Asym- 
ptotenlinien auf Gl und auf C^ entsprechende Linien. 

Um eine dritte Eigenschaft solcher Fluchen herzuleiten^), entnehmen 
wir dem § 9 die Formeln: 

(15) ^ loR V^ ^ 1 dr, d log VG ^ _1_ dr^ 
^ * dv r^ — r^ dv du r^ — r^ du 

Trägt man r^ als Function von r^ und umgekehrt ein, so erhält 
man durch Integration 

wo 6 Function von u, y Function von t; allein ist. Durch passende 
Wahl der Parameter u und v können £ und y constant und beide = 1 
gemacht werden^). Unter dieser Voraussetzung sind also die Grossen 
li und G und ebenso nach (4) die Grössen e^g Functionen eines der 
beiden Radien r^ oder r^ allein. Die Gleichung (9) geht hiernach über in 

(16) ds^ = dr^ + (rj dv^, 

wo (rj) eine bestimmte Function von r^ ist, die von der zu Grunde 
liegenden Gleichung F {r^^r^ =^Q abhängt. Zu jeder solchen Glei- 
chung existiren noch unendlich viele Flächen C\ für alle diese Flächen 
aber ist nach (16) das Linienelement des Centramantels C\ dasselbe. 
Daher der Satz: 

Die sämmtlichen Centramäntel C\, die den verschiedenen, durch 
dieselbe Relation F{r^^ r^) = charakterisirten Flächen zugehören, 
sind auf einander abwickelbar. Dasselbe gilt von den Mänteln (7^. 

Die Form (16) des Linienelementes von G^ ist aber zugleich die 
des Linienelementes einer Rotationsfläche, bezogen auf Meridian- und 
Parallelkreise als Parametercurven. Daher folgt weiter der Satz: 

Alle Flächen G, für welche die nämliche Relation F (r^ yr^=0 
gilt, haben die Eigenschaft, dass die zugehörigen Centramäntel C\ 
sich auf ein und derselben Rotationsfläche abwickeln lassen, wobei 
die geodätischen Linien v = const. von Cj in die Meridiane und die 
Curven r^ == const. von Cj in die Parallelkreise der Rotationsfläche 
übergehen. 

1) Ribaucour, Comptes rendus. t. 74. p. 1402 (1872). 

2) Weingarten, 1. c. p. 384. 

3) Man kann nämlich u durch eine Function u^ von u und v durch eine 

(du \' (dv Y 

Function t;,, von v ersetzen, wodurch E=^E^y^\, G = Gq [-—-) wird. 

(Vgl. § 18.) 
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Derselbe Satz gilt filr Cj. Ist Fir^^ ♦'s) ^^ symmetrisch in r^ 
und r^; so sind C^ und C^ auf derselben Rotationsfläche, also auch auf 
einander abwickelbar. 

Um ftlr einen gegebenen Fall, d. h. wenn F{r^y ^'2) = ^ gegeben 
ist^ die Rotationsfläche zu ermitteln^ auf der C^ abwickelbar ist, sei 
die Z'k%e des Coordinatensystems die Axe der Rotationsfläche, q der 
Radius des Parallelkreises im Abstand z von der a:y -Ebene und v der 
Winkel einer beliebigen Meridiancurve mit dem Nullmeridian. Dann 
hat das Quadrat des Linienelements der Rotationsfläche, wenn die 
Meridiancurve 0= P, d. h. gleich einer Function von q und P' die 
Ableitung von P nach q ist, die Form: 

ds' = (l + r^) dQ^ + Q^dv\ (17) 

Die Vergleichung mit (16) gibt 

dr,=Yr+p"'dQ y0^) = Q, (18) 

woraus man durch Elimination von r^ eine Differentialgleichung zur 
Bestimmung der Function P erhält. 

Der obige Satz von der Abwickelbarkeit von C^ auf einer Rota- 
tionsfläche lässt sich umkehren; man kann nämlich den folgenden Satz 
beweisen^): 

Jede Fläche, die auf einer Rotationsfläche abwickelbar ist, kann 
betrachtet werden als der eine Mantel der Centrafläche einer Fläche 
C, zwischen deren Hauptkrümmungsradien eine Gleichung -F(ri,rg)=0 
besteht (Eine Ausnahme bilden nur die auf dem Eatenoid ab- 
wickelbaren Regelflächen.) 

Hiernach ist die Aufgabe^ alle Flächen zu finden, fQr die eine 
Relation F(r^,r^) = besteht, identisch mit der Aufgabe, alle Bie- 
gungsflächen der Rotationsflächen zu finden. 

Zum Schluss dieser Untersuchung beweisen wir den Satz*): 

Die Erümmungslinien einer Fläche (7, die durch eine Gleichung 
^{^D^i) = ^ charakterisirt ist, lassen sich durch blosse Quadratur 
bestimmen. 

Zum Beweis^) dient eine Vorbetrachtung. Wählt man wie bisher 

als Parametercurven (u, v) auf C die Krümmungslinien, so nimmt der 

Ausdruck 

edu + fdv ddu + d'dv 

fdu + gdv d'du -j- d"dv 



d 



(19) 



1) Weingarten, 1. c. p. 387. 

2) Lie, Darboux Bull. (2) IV. p. 300—304 (1880). 

3) Weingarten, Journ. für Math. Bd. 103. p. 184 (1888). 
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der; gleich gesetzt, die Di£ferentialgleichung der Erüminungslinien 
gibt, nach (1) und (2) die Form an 

M = yeg( ) dudv = YEG (r^ — r^) dudv = 2(pdudv, 

Aus dem hierdurch definirten Werth von q) soll der Ausdruck 

(20) x^-l^'J^.^'P. 

gebildet werden. Benutzt man hierbei die aus (15) sich ergebenden 
Werthe 

a« log VE ^ 1 a»ri 1^ df\ /dr^ _ dt\\ 

dudv r^ —r^ dudv (^a — 'i)* dv \du du) 

d* log YG ^ 1 d*r^ 1__ dfj Idr, _ drA 

dudv r, — r^dudv (r^ — r^)* du \dv dv/' 

so erhält man für X die Gleichung: 

(21) A VEG = 2(r, - r^^^ ^J - |j ^j) - 

Hieraus folgt; dass für eine Fläche C der oben angegebenen Art 
und nur für eine solche der Werth A verschwindet, also nach (20) 
q) = UV wird, wo U Function von w, V Function von v allein ist. 
Durch passende Wahl der Parameter u und v (s. Anmerkung p. 26) kann 

man 9>=1 machen, so dass 

(22) M=dudv 
wird. 

Sei nun eine Fläche (7, für die Fir^, r,) = ist, in beliebigen 
Parametern (u^, Vq) gegeben, und sei in diesen Parametern: 

(23) M = {A,du, + B,dv,) {A,du, + B,dv,\ 

wo also A^jB^j A^y B^ gegebene Functionen von (w^, v^) sind, so gibt, 
da der Ausdruck M (19) einer Transformation der Parameter gegen- 
über invariant ist (§ 18), die Vergleichung von (22) mit (23), wenn q 
ein unbestimmter Factor, 

(24) du = Q {A^duQ + B^dv^ dv «= Q'-^{A^d% + B^dv^. 
Die Integrabilitätsbedingungen dieser Ausdrücke, nämlich 

d{QA,) ^ djQB,) a (g-%) ^ dJQ-^B,) 

dv^ du^ dv^ duQ 

geben die Ableitungen von q nach Uq und Vq. Hiernach erhält man 
durch blosse Quadratur q und durch nochmalige Quadratur u, v als 
Functionen von Wq, Vq aus (24) (q. e. d.). 
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II. HerleitaDg einer Fläehe aas gegebenen Eigenschaften. 

g 7. Die Fundamentalglelohiingeii von Gauss und Mainardi 

Die sechs in § 1 und 2 definirten Functionen e, /) ^ ; dy d!j d' von 
(m, v) bilden nicht nur für die Untersuchung einer gegebenen Fläche 
auf ihre charakteristischen Eigenschaften, sondern zugleich für die 
Herleitung einer Fläche aus gegebenen charakteristischen Eigenschaften 
die Grundlage. Da eine Fläche schon durch drei Functionen Xy y^ ts 
von Uj V bestimmt ist, so können die sechs Grössen e, /) g \ d, d!, d!' 
nicht unabhängig von einander sein. Es zeigt sich, dass sie durch 
ein System von drei partiellen Differentialgleichungen ver- 
bunden sind; man erhält diese Gleichungen, wenn man die Tntegra- 
bilitätsbedingungen des Systems der Gleichungen (6) und (9) § 2 
aufstellt. 

Dies System lautet, wenn zur Abkürzung die Bezeichnungen 

du * du'^ ^ du ^ 

dx £y , dz 

d^~^ dv ~^^ ^ ~" ^2 

eingeführt werden: 

^ — ((» «1 + ^\) = -^ — (p"«i + (/'crj = 

■^ - (da + pUi + gog) = g-J — («To + p\ + q\) = (2) 

IJ. _ (eTa + /a, + g'o,) = ^J _ (d"a + pX + s"«.) = 0. 

Setzt man zunächst die beiden aus (2) sich ergebenden Werthe 

von ö — ö- einander G^leich und drückt hierbei die Werthe von ^-f, 
dudv ° du ' 

-^1 ^S -^ wieder durch a, a,, a« aus, so erhält man eine in a,ai,a^ 
du' cv ' ov 7 17»; 717» 

lineare homogene Gleichung; fügt man die entsprechenden Gleichungen 

in &, &!, &2 ^^^ ^f ^i> ^2 hinzu, so hat man drei Gleichungen der Form: 

mit denselben Coefficienten C, C^, C^. Da nun die Determinante 
a «1 a^ 1 nach (24) § 1 nicht verschwindet, so folgt: 

0=0 (7i=0 C, = 0. (3) 

Behandelt man ebenso die folgenden Gleichungen (2), d. h. setzt 
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man die beiden Werthe von ä~^ einander bleich, so erhält man in 
derselben Weise drei Gleichungen 

(4) Ä = A, = ^ = 

und ebenso gibt die Gleichsetzung der beiden Werthe von ^ ^ drei 
Gleichungen 

(5) B = JBi = B^ = 0. 

Die neun Gleichungen (3), (4), (5) reduciren sich, wie eine leichte 
Rechnung ergibt, auf drei Gleichungen. Es ist nämlich C identisch 
= 0; ferner sind -4^, A^, B^^B^ bis auf Factoren einander gleich; 
endlich verschwindet C^ und t\ zugleich mit A und B und umgekehrt. 
Die Integrabilitätsbedingungen des Systems (2) bestehen 
also in drei Gleichungen. Die zwei ersten lauten: 



(6) 



Vit tfCT /»!/' \»' _»" 



dv 

du 



du 

dv 



q€t''\' (p— q) et— p'd 



(aus ^ = 0) 
(aus B = 0). 



Durch Einführung der Grössen 

erhalten sie die Form: 

dt dt' o ,, 

ä ii = 2qt 

dv du ■* 

dt" dt' ri 'x 

7 ^- = 2pt 

cu ov ^ 



t' 



ä 



iß) 



f if 



' äf 



qt — q t 
p i — pi . 



Die Gleichungen (6) ergeben sich auch, indem man die Gleichungen 
(1) § 2 nach ti und v di£ferenzirt und die Gleichungen (6) § 2 sowie 
(7) § 1 benutzt. Man erhält so: 



"^30 



-Z^'du 



3 



+ V^^ + 2^'' 



(9) 



^ji =^ « 



dy_ 

du^dv 



dd 

du 

h + ^'^^' + ^'^*' " at + ^^+ ^^' ' 

d€t' . // , . // w diV 






^03 



'Sry d^x 



ad 



I" 






ar 



Hiemach lassen sich die Ableitungen von d, (f, d" nach u und v 
ausdrücken durch die vier Summen A^y ^2u -^12? A)3 ^^^ durch die 
sechs Grossen e, /) jr; d, d^, d" und deren Ableitungen nach u, v. 



(10) 
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Als dritte Integrabilitätsbedingung erhält man: 

dtV'—€t* 1 (dp dp . , , „ \ / 4 r\\ 

= 7 \Fv ~ h + P'^'~ P"^) (*"^ ^* = *^) 

= * (If ~ du +Pi-P'9 + li"— 3*) (aus A^ = 0) 

--g(%-t+9y-9y+PP"-P") (au85,=0). 

Diese Gleichung hat in anderer Herleitung bereits Gauss*) auf- 
gestellt; sie enthält den Satz: 

Das Krümmuugsmaass k der Fläche (vgl. (11) § 5) lässt 
sich allein in den Coefficienten e, f, g des Linienelementes darstellen, 
bleibt also bei einer Verbiegung der Fläche ungeändert. 

Die Gleichungen (ß) bilden eine wesentliche Ergänzung des 
Gau SS 'sehen Formelsystems; sie sind wohl zuerst^ allerdings in anderer 
Form^ Yon Mainardi^) angegeben, werden aber häufig als Gleichungen 
von Codazzi^) bezeichnet In der einfacheren Form (6) sind sie 
später mehrfach entwickelt worden^). Sie treten übrigens in speciellen 
Parametern schon vor Mainardi in Lamers Untersuchungen über drei- 
fach orthogonale Flächensysteme auf (vgl. § 10). 

Der Ausdruck (10) für das Krümmuugsmaass A; = 1 ir^r^ lässt 
sich noch auf andere Formen bringen. Zunächst ergibt sich die ein- 
fache Darstellung: 

JL =. im - ±m = im _ im% (u) 

In der That erhält man mit Rücksicht auf (7a) § 1: 

Es ist aber: 

l(,de de\ 1 f/^cV , de dg c^dedfl o/ ' '\ 

e\^du-^dv)-28^l\d~v)+dl.ru'^^dl>d^^ 

womit die Gleichung (11) bewiesen ist. Berücksichtigt man (14) § 1, 
so folgt weiter aus (11): 

1) Gauss, Diaq. gen. Art. 11 u. 12. 

2) Mainardi, Giomale deir Istituto Lombarde. T. IX. p. 395 (1856). Vgl. 
die Anmerkung von Knoblauch, Joum. für Math. Bd. 103. S. 31. 

3) Codazzi, Ann. di Mat. T. II. p. 273 (1868). 

4) Die Gleichungen (9) gibt Knoblauch, 1. c. p. 32. 

5) Dies gibt ausgerechnet die Formel von Liouville, Joum. de Math. XVI. 
p. 131 (1851). 
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^^ r,r^~ dudv du\ e / dv\ g ) ~~^ dudv'^duK g /'^ dv\ e/ 
Da ferner: 



e '^ deL2 du 2 3vJ y7 sin co L ^«* 



cos CD 



ai/7 



5f ^^12^^ 2duJ J/^" sincö L at7 

so hat man statt (12): 



cos 



] 

„8V7] 



(13) r,r,~ aua» ä'ü 






— COS CD 



dv 



y e sin 



00 



dv 



rdV7 dVgl 

cos OD 



dv 



du 



Yg sin OD 



•)• 



Von geringerer Bedeutung sind die Formeln für das Erümmungs- 
maass; die man durch Einführung der geodätischen Krümmung der 

Parametercuryen erhält. Bezeichnet man die geodätische Krümmung 

1 1 

von V = const. und u «= const bezüglich mit y und ^ , so ist (vgl. 

•1 »8 

(13) § 14): 



*2 

e 



5t 



8 p" 



VI 



Daher folgt aus (12): 
(14) 



— r ^», ;j^ ~ 



^lU 



m-m-)- 



dudv ' dv 
Endlich hal^man für rechtwinklige Parametercnrven: 

,_0 „-90. *_Vr, ■; — ^/-l? {- + ^;-^ 
Daher folgt aus (14): 

1 1 a 



(15) 



fi^i 



Y^dv 



(1) _ _L A (1) 



_1_ 



J,' 



•) 



g 8. SatE von Bonnet. 

Nach § 7 genügen für jede Fläche die sechs fundamentalen 
Functionen e, /) g] d, d\ d" von (w, v) drei partiellen Diflferential- 
gleichungen. Es gilt nun umgekehrt der wichtige Satz*): 

1) Liouviile, 1. c. 

2) Codazzi, Ann. di Mai T. II. p. 271 Gl. (64) (1868). 

3) Bonnet, Joum. £c. Pol. Gah. 32. p. 53 (1848). 

4) Bonnet, Joam. fic. Pol. Gah. 42. p. 31 flp. (1867), wo der Beweis unter 
Voraussetzong rechtwinkliger Parametercurven gefflhrt ist. Einen anderen, weniger 
einfachen Beweis des Bonne tischen Satzes gibt Herr Lipschitz, Sitzungsberichte 
d. Berl. Acad. 1883. p. 641 fiP. 
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Eine Fläche ist (bis auf die Lage im Raum und die 

Spiegelung an einer Ebene) eindeutig bestimmt, wenn 

sechs Functionen e, fj g\ rf, el', d" existiren, die den drei 

partiellen Differentialgleichungen (6) und (10) § 7 genügen. 

Der Beweis beruht auf einer eingehenderen Untersuchung der 

Integrale des Systems (2) § 7, dessen Integrabilitätsbedingungen in 

den Gleichungen (6) und (10) § 7 enthalten sind. 

Wir bezeichnen zur Abkürzung die linken Seiten der Gleichungen 
der ersten Verticalreihe in (2) § 7 mit X^, X^^y ^izi ^^^ ^^^ zweiten 
Verticalreihe mit Xg^, X22, X^j, 

Bekanntlich gibt es unendlich viele Systeme von Werthen a, a^, Og, 
die den drei Gleichungen X^ = 0, X|2 = 0, X^g = genügen, wie 
auch die Grössen e^ fy g\ d, d\ d" oder die aus ihnen abgeleiteten 
q\ <^; PiQ.^ P\<1 beschaflFen sind. Seien {x^, x^, x^\ (y^, y^, y^\ {z^j^u ^2) 
drei lineare unabhängige Werthsysteme 0,0^,0, diese» Art, deren De- 
terminante also nicht verschwindet. Dann ist das allgemeinste Werth- 
System, das den Gleichungen (2) § 7 genügt, von der Form: 

a=lo^o+^oJ/o+So^o ai=io^i+%yi+eo^i «2=6o^2 + %y2 + So^«, (1) 

wo Iq, 1^0, S^ noch willkürliche Functionen von v sind. Sollen 
diese Werthe von a, a^, a^ auch den drei Gleichungen X^i = 0, 
X22 = 0, X23=0 in (2) §7 genügen, so hat mau \\xx Bestimmung 
von So> ^o> So ^J® Gleichungen: 

^^~dv ~^ ^^~dv "^ ^^'dv "^ ~ (So^2i + Vq -^21 + 50-^21) 

^1 W + y> Iv + -^41 = - (^^*« + "»oY» + §0^,») (2) 

Damit die Lösungen S^, rj^, ^ dieses Systems Functionen von v 
allein seien, muss das System äquivalent sein mit dem System, das 
sich aus ihm durch Ableitung nach u ergibt, wobei ^, rj^, ^ und deren 
Ableitungen nach v als Constante zu betrachten sind, d. h. also äqui- 
valent mit dem System: 

du dv"^ du dv^ du dv "~ V^o du "^^o du "r" ^0 du/ 

^Ho i^Vldfioide^dio (t ^X„ , d_Y^ . . ^_^\ /q\ 

du dv"^ du dv"^ du cv ~ \^ du "^ '^o du '^ ^~du / W 

du dv'^du dv'^du dv~ \^o du "^"^0 au "^ ^ du/' 

Dies ist in der That der Fall. Denn multiplicirt man die zweite 
und dritte der Gleichungen (2) bez. mit q und ö' und addirt, so erhillt 

stahl n. Komm er oll, Grundfurmcln d. allgcm. Fl;lclicntlicorio. 3 
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man mit 'Hilfe von (2) § 7 und unter Voraussetzung der Gleichungen 
(6) und (10) § 7 gerade die erste der Gleichungen (3). In derselben 
Weise und unter denselben Voraussetzungen ergeben sich die zweite 
und dritte der Gleichungen (3), wenn man die drei GleichuDgen (2) 
bez. mit d,p,q oder mit €t,p,q multiplicirt und addirt. 

Hieraus folgt, dass sich unter Voraussetzung der Gleichungen (6) 
und (10) §7 unendlich viele Systeme von drei Grossen a^a^^a^ be- 
stimmen lassen, die dem ganzen simultanen System (2) § 7 ge- 
nügen. Versteht man daher nunmehr unter (^o>^i;^2)> (yo>yi?ya)> 
{Zqj 0if 0^) ^^®i lineare unabhängige Werthsysteme a, a^, a^ dieser Art, 
so sind die allgemeinsten Werthsysteme, welche die Gleichungen (2) 
§7 und die entsprechend gebildeten Gleichungen in (h,\fh2) und 
(c, CjjCj) befriedigen, von der Form: 

C=^2^0+'n2yo+^^0 Cl = i2^l+V2yi+t2^l C2 = U^2 + %y2 + t2^2 7 

wo jetzt die neun Coefficieuten lo>^o?So; Su^nSiJ S«» ^2> Sa Con- 
stanten, d. h. unabhängig von u, v sind. 

Zwischen (Kesen neun Coefficienten bestehen sechs Gleichungen, 
wie die folgende Betrachtung zeigt. Für die neun Grössen a^a^^a^^ 
hfhiyh^] CfCijC^ gelten nach den Gleichungen (19) in Verbindung mit 
(9) und (22) § 1 die Relationen: 

«^ + X* {gO'i + caj^ — 2fa^a^) = 1 

a& + -^ [9(hf>i + ca2&2 — fiflih + \<hn = 

nebst zwei anderen Paaren, die hieraus durch cyclische Vertauschung 
von a, &, c hervorgehen. 

Bildet man den linken Seiten in (5) entsprechend die Grossen: 

•3^11 = ^0^ + y, (5^ V + ^V — ^f^i^^ 
(6) 1 

-^12 = ^oyo + y. [g^tyi + ^^2^2 — n^iy2 + 2/1^2)] m 

/nebst den durch cyclische Vertauschung von rr, y, ß aus ihnen hervor- 
gehenden Grössen M^, M^ und M^^, M^^y so sind auch diese sechs 
Grössen Mik constant, d. h. von u und v unabhängig, da ihre par- 
tiellen Ableitungen nach u und nach v vermöge der Gleichungen 
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^n ^12 ^13 


1 

8* 


Xq Xi x^ 




Jlfjl Mi2 ^23 


Vu Vi Vi 


• 


^81 ^32 -3^83 




Zq Zi z^ 





1 


Xq Xi X^ 

Vo Vi Vi 




^0 fii «% 



(2) § 7 verschwinden. Tr^t man nun die Werthe (4) in die Glei- 
chungen (5) ein, so erhält man nach (6): 

(i = 0; 1;2) 
■M^^%i%t + M^riirii + M^itU (7) 

(i,Ä = 0, 1; 1,2; 2,3). 

Diese Gleichungen drücken aus, dass die neun Coefficienten in (4) 

nämlich lo? ^o> &>) Si? '^i? Si5 ^^y'Hijti ^^^ Coordinaten der Endpunkte 
dreier conjugirter Durchmesser einer festen Fläche zweiter Ordnung 

M,,%' + M,^rf + M,^^ 4- 2M,3»?g + 2M„5| + 2M,^%ri = 1 (8) 

sind. Diese Fläche ist eine Mittelpunktsfläche, ihre conjugirten Durch- 
messer sind alle endlich, da nach (6) die Determinante 

^0 ^i9—^if ^2^—^if 

positiv ist. 

Hiernach entspricht jedem Tripel conjugirter Durchmesser ein 
bestimmtes System von neun Constanten in (4). Es ist nur noch zu 
zeigen, wie die so erhaltenen verschiedenen Lösungen (4) bei ver- 
änderter Wahl der conjugirten Durchmesser sich geometrisch zu ein- 
ander verhalten. 

Kehrt man die Richtung eines der drei conjugirten Durchmesser 
um, so ändern die Coordinaten seines Endpunktes, also z. B. die 
Constanten 1^, ly^, ^ und damit nach (4) auch a, Oj, a^ oder nach 
(22) § 1 a, a^, «2 ihr Vorzeichen, d. h. die Fläche erföhrt eine Spiege- 
lung an der xy-Woene. 

Wählt man dagegen statt des ersten Tripels von conjugirten 
Durchmessern §, iy, g ein zweites S, ^', ^, das mit dem ersten durch 
die linearen Gleichungen 

So'=So^O+Sl/*0+S2^0 Sl'=go^l+5l/*l+S2^1 i2'=5o'^2+Slf*2+S2V2 
%='V0^O+Vlih+Vi'^0 ^l'=Vl + ^lf*l+^2«'l W=^0^+^lf*2+^2«^2 (9) 
&)'=5o'^0+Slf*0+S2«^0 5l'=5o^l+5lf*l+&t'l S2'=So^2+Slf*2+52V2 

verbunden ist^ so ergibt sich aus den Gleichungen (7), gebildet für das 
Tripel |', rfj^, dass die Transformationscoefficienten Aq, ft^, v^; A^, ft^, v^] 
^2? f*2? ^2 ^" (9) denselben Bedingungen genügen müssen, wie die 
Coefficienten einer orthogonalen Substitution. 

3* 
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Durch Einführung von S', iy', ^ statt |, iy, 5 gehen nun die Werthe 
a, b, c in (4) über in neue Werthe a , b\ c , die mit den ursprünglichen 
durch die Gleichungen verbunden sind 

(10) a/«=aiAo+6i|[Ao+qvo 6/=aiAi+6i|[Ai+CiVi c/^aiA^+fti/ta+CiV^ 

Die nämlichen Gleichungen (10) aber erhält man^ wenn man die 
Coordinaten eines Punktes (xyz) der Fläche einer orthogonalen Trans- 
formation mit denselben Coefficienten X, ^, v unterwirft. Daher ent- 
spricht der Wahl eines neuen Tripels eine Drehung des Coordinaten- 

• 

Systems oder der Fläche um den Ursprung. 

Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Dieser Satz enthält 
eine allgemeine und systematische Methode zur Herleitung 
der Gleichung einer durch charakteristische Eigenschaften 
definirten Fläche. Die Aufgabe zerfällt in zwei Theile^): 

Erstens sind die sechs fundamentalen Grössen e^f,g\ dyd',iV' 
als Functionen von w, v zu vermitteln. Hierzu wähle man ein be- 
stimmtes, der Aufgabe angepasstes System von Parametern w, v, wo- 
durch zwei der sechs Grössen bestimmt oder zwei Relationen zwischen 
ihnen festgestellt werden; eine dritte Relation gibt die die Fläche 
charakterisirende Eigenschaft Hierzu kommen die drei Differential- 
gleichungen (6) und (10) § 7. Man hat also sechs Gleichungen^ die 
zur Bestimmung der sechs fundamentalen Grössen ausreichen. 

Zweitens sind die Punktcoordinaten x,y,e als Functionen von 
UjV darzustellen. Dies geschieht, indem man das System (2) § 7 in 
der oben angegebenen Weise durch die Gleichungen (4) integrirt. 
Gibt man dabei den Constanten |, iy, g beliebige mit (7) verträgliche 
Werthe, so erhält man aus den Gleichungen (1) § 7: 

(11) X =j\a^du -|- a^dv) y =J{bidu + b^dv) z =^J{c^du + c^dv) , 

also Xf y, z durch Ausführung von Quadraturen, die noch drei will- 
kürliche additive Constanten einführen. Damit hat man die Gleichung 
der Fläche für eine bestimmte Lage im Raum. 

Wir geben in § 9 eine Herleitung der Gleichung der Minimal- 
fläche nach dieser Methode. 



1) Bour, Journ. ]£c. Pol. Cah. 39. p. 23 (1862). 
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§ 9. Anwendungen. Differentialgleichung gewisser Flächen. 

Zu einigen Auwendungen stellen wir die wichtigsten Formeln 
von § 7 für besondere Parametercurven karz zusammen. 

1. Die Parametercurven {u,v) seien die Minimallinien. 
Dann ist nach (11) und (25) § 5 und nach (6) und (10) § 7: 

e = ^ = * ds^ = 2fdu dv 

Ä=!f Ä — i?i^i=i?:! — i.^?/ (1) 

f ff oudv ^ ^ 

ir dv~ cu \f) d' cu ~ do \fl' 

2. Die Parametercurven (w, v) seien isometrische Linien. 
Dann ist nach (6) und (10) § 7: 

c = ^ = A /*= ds^ ^ k{du^ + dv") 

dd" diV l/> I ,^/\^'logA od dd' 1/, ■ w/v^logZ 

du dv 2 ^ ' ^ du cv cu 2 ^ * ^ cv 

3. Die Parametercurven {u,v) seien die Asymptotenlinieu. 
Dann ist nach (7), (8) und (12) § 7 ^ = r= und 

d ' dudv '^ c-u\ e / "* dv\ g / 

dlogt' ^ , aiog*' Q , (^) 

—5-2— = — 2<7 — :r^— = 2ü . 

4. Die Parameter (m, v) seien geodätische Orthogonal- 

coordinaten. 

Dann ist: 

c = 1 /•= rfs^ = du* + gdv^ 

- (4) 

' </ i7 Yg ow 

m 

5. Die Parametercurven (u^v) seien die Krümmungslinien. 
Dann ist (vgl. § 6): 

f=0 <r=0 d^ = cdu^+gdv^ 
yE = 4= = yy- yG = '^^ = ^ F=0') (5) 

^ Ve r, ^ Yg r, J \ J 

da 1 dx da 1 dx 

du r^ du dv r^ dv 



1) Die Gröisen E, F, G sind in § 11 näher defiuirt. 



:*i : rf ## : t •/ : *# ^' f 

'■' 'I 1^' ^ K 11 l'f 

^ ■• » — r •' ^ ^ •' * *• — *■ '' ? *• 

.* 'i.a. .^ M ■*«« 

E^i-LicL rr:.Il: dir Gi-i* 5^'i.e tiV-'/V-r./ Iv § 7 dir Form: 






^ 



1 ' ) O i r i 1 ^\T\ , 



^.. 






wirr ii-:L auch ergibt, wenn man die Gleichung i' f!Ir die Kugel 
oiiört- wobei r.r^ = 1 wird. 

Die ersie Ai-weiid-ng bilde die Herleir.ng der EKfereniial- 
crieicLungen c^t FUcLes tci: consiactexn ErlznmTiiig^iiiaASs i und Ton 
'.oijXaiter z:i:t!erer KrüiLii--^ir h in TersoLiedenen ParametersTstemen. 

W^rnr. eine Flache constantes neiraiiTes Krümmunzsmaass 
J, = — 1 : tf- ne^iizi, «*:• 5ii.'i die Asymptotenürieu reell. Wählt man 
-;*: Z-; Päraiiet'rr.-rTrii -r. ' beze::linri ihren Winkel mit o. so ist 
cif::» ^j : = t = «': r - = 1 : u*: rolgiicu i- = '^ = m .mvi nach • ' Jt 1 
»/=;,'=": J.I5.-J bei i-assenier Wahl^ :er Parameter . w, r^ nach 

£:..:.>:- hi: man nach o z:ir Besiimniuni: von o oder als 
: F-'. -.e: vr. Z-r:*.*.ir.ft für Miih -. PbTjik. Vli. j\ >,^ iSr* 
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Differentialgleichaug der Fläche in den Parametern (u, v) 
der Asymptoteulinien: 



dudv fi' 

Ist diese Gleichung gelost, so kennt man die Fundamental- 
grossen e^f,g] d, d\ d'\ Damit aber ist nach dem Satze § 8 die 
Fläche eindeutig bestimmt 

Die Differentialgleichung der ErQmmungslinien der Fläche wird 
nach (11): dtn^ — t?t;^«=0. Setzt man daher U'\-v = Ui] u — v = Vi, 
so erhält man aus (12) als Differentialgleichung der Fläche in 
deu Parametern {Ui, v^) der Krümmungslinien: 

d*(o d*(o sin eo 



^Mj* dv^'* II* 



(13) 



Diese Gleichung lässt sich auch leicht direct aus den Gleichungen 
(5) bis (10) herleiten. 

Soll eine Fläche constante mittlere Krümmung ä =•— be- 
sitzen und wählt man zuerst die Minimallinien als Parameter- 
curven, so erhält man nach (1) e = (/ = 0; (V=f:^] ferner ^- = 0, 

-^ — = 0, also bei passender Wahl der Parameter (w, v): d = rf"= 1 

und als Gleichung für f oder als Differentialgleichung der 

Fläche: 

d' log /• 1 f 



dudv f fi 



t 



(14) 



Wählt man dagegen die Krümmungslinien zu Parameter- 
curven (w, v\ so ist f= rf'= und — | = — , folglich nach (6) 

^- = — ^— • -. — = __?.. Bei passender Wahl von u, v ist daher 
dv yk ov ^ du [k du ^ ' 

d = — |- 1 ; d"= - — 1 , also e = g. Dies gibt den Satz: 

Die Flächen von constanter mittlerer Krümmung (speciell die 
Minimalfiächen ft = oo) besitzen isometrische Krümmungslinien ^). 

Nunmehr sind die fundamentalen Grössen: 

e = g = k /•=rf = d = - + l cr^i-1 (15) 



1) Hazzidakis, Journ. für Math. Bd. 88. p. 68 (1878). 

2) Bonnet, Comptes rendus. t. 37. p. 529 (1853) und Journ. d. Math. t. V. 
p. 221 (1860). 
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und aus (9) folgt zur Bestimmung Ton X oder als Differential- 
gleichung der Fläche: 

(•«) '-T^+^-Mi-p)- 

Durch die Substitutionen X = n&^] ti «s ti^ • v =^ iv^ geht die- 
selbe fiber in eine Gleichung für 8 als Function von t^, v^, nämlich: 

Die Uebereinstimmung in der Form der Gleichungen (13) und (17) 
zeigt^ dass die Herleitung der Flächen von constantem Erümmungs- 
maass und von constanter mittlerer Krümmung im wesentlichen die- 
selben Aufgaben sind. In der That besteht ein sehr einfacher geo- 
metrischer Zusammenhang zwischen beiden Flächengattungen^ der sich 
ausspricht in dem Satze ^): 

Die Parallelfläche einer Fläche Ton constantem Erummungs- 
maass 1 : /i^ im Abstand fi ist eine Fläche von der constanten 
mittleren Krümmung 1 : fi. 

Denn sind x, y, z die Goordinaten einer Fläche in den Parametern 
u,v, so sind die Goordinaten der Parallelfläche x\y\s' im Abstand /i: 

(18) 5?'= X — fia y = y — ^b /= z — fic. 

Bildet man für diese Fläche die Fundamentalgrossen, so erhält 
man für die Hauptkrümmungsradien r^' und r,' die Werthe rj'= r^ -{" f* 5 
r2 = r^ -f- ft; wie auch geometrisch daraus folgt, dass beide Flächen 
dieselben Normalen, also entsprechende Krümmungslinien besitzen. 
Daher ist die mittlere Krümmung K der Parallelfläche: 

Ist nun Je = Im*, so folgt h'= 1 : ft (q. e. d.). 

Die Difl'erentialgleichungen (12), (13) oder (14), (16), (17) lassen 
sich nur unter beschränkenden Voraussetzungen integriren. 

Als zweite Anwendung geben wir die Differentialgleichung 
der Flächen mit isometrischen Krümmungslinien ^. Wählt 
mau die Krümmungslinien zu Parametercurven, so ist: 

(20) f=0 fr=0 e = g = X. 

1) BonnetfNouv. Ann. de Math. t. XII. p. 437 (1863). 

2) H. Stahl, Journ. für Math. B. 111. Ist die Gleichung der Fläche in der 
Form F{x^ y, ;?) = gegeben, so ist F durch eine partielle Differentialgleichung 
der vierten Ordnung bestimmt Vgl. Weingarten, Sitzungsber. d. Berl. Acad. 
1883. p. 1163. 
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Hierzu kommen die Gleichungen (2), nämlich: 

,,,, l j. cd d + tV'dlogl dd" d + d"d\ogX ,^.v 

Cfw = — IT Li >s - = 7^ -. — = — _ X , (Jl ) 

2 OV 2 cv (U 2 du ' ^ ^ 

WO zur Abkürzung gesetzt ist: 

-^ + '-^ = L- (22) 

Eliminirt man aus der ersten und zweiten Gleichung (21) die 
Grösse d"y so erhält ma^ eine lineare Differentialgleichung in cP: 

djP ___ d logA ^ I A ^J^^l L = 
dv dv ^ 2 dv 

Die Integration derselben ist leicht; man erhält; wenn zur Ab- 
kürzung: 

;/i«|^?,;.-i, i/i'-X-',,«-/, (28) 

gesetzt und aus (21) die entsprechende Gleichung in il" hinzu- 
gefügt wird: 

d? = x^U- L,) it'^ = A(F - L,), (24) 

wo U Function von w, V Function von v ist. Hierdurch geht die 
erste Gleichung (21) über in: 

A{U-L,){y-L,)^L\ (25) 

Das ist die gesuchte Differentialgleichung^ welche k als 
Function von u^ v bestimmt. Sie enthält bereits zwei willkürliche 
Functionen Z7, F; ihre Lösung führt noch zwei weitere willkürliche 
Functionen von ti, v mit sich. Ist (25) gelöst oder k bestimmt, sa 
erhält man L^ und L^ oder d und d" durch Quadratur. Damit sind 
die sechs fundamentalen Grössen e^f^g^ d,d\d" ermittelt. Die Qua- 
draturen zur Bestimmung von d und d" lassen sich umgehen, wenn 

man aus den Gleichungen (21) noch ^ und -^ bildet. Dann er- 

hält man durch Gleichsetzung der beiden Werthe für ^ ,. ■ (oder ^ .^ j 

eine Gleichung der Form Ad^ + ^d"^ + C=0, deren Coefficienten 
bekannt sind und die mit der ersten Gleichung (21) verbunden d 
und d" ergibt. 

Man überzeugt sich leicht, dass die Differentialgleichung (16) nur 
ein specieller Fall von (25) ist. Denn der letzten Gleichung wird 
genügt, wenn man U = V = und 

setzt. 
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Eine weitere Anwendung beziehe sich auf die Aufgabe^ die 
Biegungsfläche einer gegebenen Fläche zu ermitteln^) oder die 
Fläche zu bestimmen, wenn e, f, g als Functionen von (w, v) gegeben 
sind. Hier sind die Grössen d, d', d'* oder nach (7) § 7 die Grössen 
^f ^\ ^'* gesucht. Zur Bestimmung derselben hat man die Gleichungen 
(8) und (10) § 7 zu lösen. Die letztere hat die Form «"— i"^ = Ä, 
wo das Krümmungsmaass It, eine gegebene Function von e^ /) g oder 
von (w, v) ist. Um in symmetrischer Weise zu einer einzigen DifiFe- 
rentialgleichung in t' zu gelangen^ wäre i u9d t'* zu eliminiren. Man 

könnte etwa ^ = fi (^'+ ^ V''»^); ^"= — (^' — iV^ in die Gleichungen 

(8) § 7 eintragen und durch wiederholtes Differentiiren die Function fi 
eliminiren. Hierzu ist indess zu bemerken^), dass die resultirende 
Di£ferentialgleichung in t' einen Inhalt von Integralen besitzen würde^ 
der denjenigen der Gleichungen (8) und (10) § 7, von denen ausgegangen 
wurde, übertrifft. Die Absonderung der der Lösung der Aufgabe 
fremden Bestandtheile aber würde auf grosse Schwierigkeiten stossen. 
Aehnliches gilt, wenn man statt der Grössen et, d\ d", welche 
die Coefficienten in der Differentialgleichung der Asymptotenlinien 
darstellen^ die Gleichung dieser Linien selber in der Form q) = a, 
rj) = }> (mit den Parametern a, b) einführt. Dann ist, wenn A ein Pro- 
portionalitätsfactor : 

t = Xfpitlfi t'= X (g?i ^2 + ^1 ^g) t"= k g?2 ^t 

und man erhält an Stelle der Gleichungen (8) § 7 zwei partielle 
Differentialgleichungen zur Bestimmung der Functionen g) und ^^). 
Nach Lösung derselben würde sich der Factor A aus der Gleichung 
tt" — ^'* == h ergeben, womit d, d', d" bestimmt wären. 

Als beste Lösung der Aufgabe erscheint diejenige, welche sich 
unmittdbar an die Gaus ansehen Gleichungen (9) § 2 anschliesst^). 
In ihnen sind die zu bestimmenden Grössen d, d', d" durch eine einzige 
Grösse x ausgedrückt. Zur Bestimmung von x aber hat man nach 
(17) §*2 die Gleichung: 

(26) {x^-pxi-qx^) (a;22-i>''Ä:,-«'a:a)-(^i2-l>X-2^2)*=*'-^*[l-*'(^)]> 

in der die Coefficienten nur von e^f^g abhängen, also bekannt sind. 
Diese Gleichung kann als Differentialgleichung der Flüche angesehen 

1) Dies Problem ist besonders für specielle Fälle eingehend behandelt von 
Bour, Jonm. i^e. Pol. Cah. 39 (1862) und Bonnet, das. Gab. 41 u. 42 (1865). 

2) Weingarten, Festschrift der techn. Hochschule zu Berlin 1884. p. 82. 

3) Darboux, Le^ons. III. p. 286. 

4) Bour, 1. c. p. 16; Dini, Giorn. di Mat. IL p. 287 (18G4); Bonnet, 1. c. 
Cah. 42. p. 3; Weingarten, Festschrift, p. 31 ff. 



§ 9. AnwenduDgcn. Diflcrentialgleichiing gewisser Flächen. 43 

werden; iu der That gibt jede Lösung derselben eine Fläche der 
gesuchten Art. Sind e, f,g reell und soll die Fläche reell sein, so 
muss auch tly d\ d" reell sein^ und es tritt daher nach (9) § 2 noch 
die Bedingung 1 — d'(a;) > hinzu. Jeder reellwerthigen Losung 
von (26); die dieser Bedingung genügt, entspricht eine reelle Lösung 
der Aufgabe. 

Die Gleichung (26) für x ist linear in x^^x^ — x^^^ Xu, x^^^ x^^\ 
die Differentialgleichung ihrer Charakteristiken ist nach (9) § 2: 

diU^ + 2d'dudv + d'^dv" = 0, 

• 

d. h. die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung (26) sind 
die Asymptotenlinien der Fläche^). 

Zum Schluss erwähnen wir noch die Flächen mit einem oder 
zwei Systemen von ebenen oder sphärischen Krümmungs- 
linien. Wählt man die Krümmungslinien zu Parametercurven («, i'), 
so ist /*= €1'= und zwischen €,g, d, d" bestehen die drei Differential- 
gleichungen (6) und (9). Bezeichnet man nun (vgl. § 14 und 15) für die 
Krümmungslinien v = const. und u = const. den Radius der absoluten 
Torsion bez. mit Qu und Qp, den Osculationsradius bez. mit Bu und Bf,, 
so ist die Bedingung dafür , dass die eine Schaar von Krümmungs- 
linien (v = const.) eben sei, pw=oo; die Bedingungen dafür, dass 
beide Schaaren eben seien, 9^ = 00 und Qp = <x>'^ ferner die Be- 
dingung dafür, dass die eine Schaar (1; = const.) sphärisch sei, Bu = V, 
dass beide Schaaren sphärisch seien, Bu=V und jBp = ?/, wo U von 
Uj V von V abhängt. Indem man die eine oder andere dieser Be- 
dingungen zu den Gleichungen (6) und (9) hinzufügt, hat man die 
partiellen Differentialgleichungen des betr. Problems, denen die Grössen 
c, g, d, d" genügen müssen. 

unter weiteren vereinfachenden Voraussetzungen lassen sich diese 
partiellen in gewöhnliche Differentialgleichungen umsetzen oder auch 
vollständig lösen. Doch führt dann häufig eine directe Verwerthung 
der vereinfachenden Voraussetzungen schneller zum ZieF). Eine andere 
Behandlung der Flächen mit ebenen Krümmungslinien ist in § 11 
angedeutet 



1) Darboux, Lc9onB. III. p. 252. 

2) Von der Literatur, die sich auf diese Probleme bezieht, führen wir an: 
Monge-Lionville, Appl. p. 161. Joachimsthal, Programm des franz. 

Gymnasiums in Berlin (1848) und Journal für Math. Bd. 54 (1857). Bonnet, 
Comptes rendus T. 30 (1853). Serret, Comptes rendus T. 36 (1853). Enneper, 
Abb. d. Kgl. Ges. d. Wibs. zu Göttingen, Bd. 23 (1878). Pirondini, Giornale 
di Mat. T. XXII (1884). 
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i lO« Anwea&BB^ mal «in 

I>3« in I 7 ;:a^ ^ »gtwJA^ri^; Gli^xk-ZK»! iatäsB aacb Ter- 

Fliehen« Titemi. Dse «!jI»£C.ssz«c. 

xttlUok in drerfacker Weise ein STscea tc« r^fiirträrfc vieioi Fliehen 
dar, da z. B. eiziem jeden Wenh •f'C^ k- eine FBche sis doi Fua- 
metemuren «. r ccupricLt. Um die früheren Formeln anwenden za 
kosnen^ bt niehu weiter nötLig aL« die sieeh:§ fen^iameBtalen Grössen 
t,f,^i dyd^d" fSr die Fliehe tc =^ cr^iLst. acfEc^teUes. Die ^t- 
ffprtthenden Gro>saen för die Fliehen « = const. cnd r = consi. er- 
geben iieh dann deich eTcliflche Tenansehung Ton ■. r, ir. 

Dasa die drei Fliehensysteme (1) deh lings der Pkra m c tei C Mie n 
orthogonal dorchjehneidcn, wird aoägedrüekt dorch die Gleichnngcn 



2 



Tif^=o yi^t^=o y^sf=o, 



WO die Snmmation sich je über drei gleichgefaildete Ausdrucke in 
Xf y, z erstreckt. Da« Linicnelement ds des Baumes zwischen zwei 
Ponkten («, r, fr) and (m -{- du^ r 4- ^c-, ir -|- ^^} ^ aliriann be- 
stimmt darch 

f 3j di? = H^dy? + fi,*rff^ + ifj^^'if^r 

wo 

'■*> «^-UMf B.'-2m' H,.-j(ji)". 



Die drei Grossen H^, H^, H^ sind, wie sich zeigen wird, funda- 
mental und bestimmend f&r den Charakter des dreifach orthogonalen 
gTstems. Vorerst sind nach (2^ und (4^^ die drei ersten Fnnda- 
mentalgrossen e, /)^ der Fläche fr = const. bez. gleich flj*, 0, Ä,*. 

Aus den Gleichungen (2) und (4) erhalt man femer fftr die 
Functionaldeterminante ron x, y, z nach u^ r, fr den Ausdruck 

c(x.y,z) _ TT jj TT 
r(M, r, ic) 1 - 3> 

wie nick durch Quadriren der linken Seite sofort ergibt Differentiirt 
man die drei Gleichungen (2) bez. nach tr, tf, r, so erhalt man: 



1) Lam^, Jonrn. de Math, t V. p. 313 [\%iO)\ t VIII. p. 397 \\^^) und 
L«';oiu sur let coordonn^ curvilignes (1869). 
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^^J \{iu cvcw ' ovcufw/ j^J\dv duow ' cwducvf 

'Sp/cx d^x \dx d'^x \ ^ 

^J \dvo dudv "* du dvduv 

Addirt man die erste und dritte dieser Gleichungen und subtrahirt 
die zweite, so folgt 

V|^i^_=o V|f/*-=o V|.?|'^- = 0, (6) 

wobei die zwei letzten Gleichungen aus der ersten durch cyclische 
Vertauschung von Uy v, w erhalten sind. Ferner erhält man aus der 
ersten Gleichung (4), wenn man nach w, v, w differentürt und (2) be- 
rücksichtigt; die Gleichungen: 

"^dx d*x ^ „ a//, 

^^dx d^x ^^dx c^ jY öH^ ,„\ 

^^ du cucv ^^dv du^ ^ dv ^ ^ 

'S^dx c^x '^^'dx c^x jj dlfy 

^^dududw j^ cw du"^ * dw ^ 

die den Gleichungen (6) § 1 entsprechen. 

Bezeichnet man mit a^y ß^, y^ die Cosinus der Neigungswinkel^ 
welche die Normale der Flüche tv = const. im Punkt («, v) mit den 
Coordinatenaxen bildet, so hat man nach (22) § 1: 

^ { ^^ /i __L?iy ., _ ± ^^* r«^ 

"3 = H^ dw ^^ ~ H, dw ^3 — 11^ f^c ' ^^^ 

Hieraus erhält man nun für die drei letzten Fundamental- 
grossen rf, {l\ d" der Fläche ?«• = const., indem man die Defini- 
tion (1) § 2 zu Grunde legt und die Gleichungen (6) und (7) benutzt: 

^d^^'^P^dt''^'^^du^~B'^^iwdu^ ~ Il.'dw 

b-x j_ ^ d*y . d*z 1_ ^^^^ ^*>c ^v ,qn 

"» du'öv ">" P^ ~düd~v + ^3 d^^v ~ H^^dw dutv ^ ^ ^•'>' 

Hiernach hat man folgende Zusammenstellung für die Werthe 
der sechs Fundamentalgrossen e^f^g] d^ d\ d" bezogen auf 
die drei orthogonalen Flächensysteme (1) w = c, u = a, v = b 
(a, 6, c Constanten) mit den entsprechenden Parametern (m, v), (v, w), 
{iVj w): 
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u V e f g d iV d" 



w = c 

(10) u = a 

V = h 



TT 9 r\ TT •> ■"» du» /v H» dS^ 

«; M IT,* H* -#^ -§-#' 



Es drücken sich demnach alle diese Fundamentalgrössen aus durch 
die Functionen H^y H^^ H^ und ihre Ableitungen nach u^v^w. 

Nach der Tabelle (10) lassen sich aus den früheren Entwicklungen 
eine Reihe von Folgerungen ziehen^ von denen nur die wichtigsten 
kurz erwähnt seien. 

Aus dem Verschwinden von f und d' für die drei Flächensysteme 
folgt der Satz*) von Dupin: 

Wenn drei Schaaren von Flächen sich orthogonal durch- 
schneideU; so sind die Schnittcurven stets die Krümmungslinien der 
Flächen. 

Bezeichnet man die Hauptkrümmungsradien der Fläche w = const. 
fiir die Krümmungslinien v = h und %i = a bez. mit r^^ und rgg, so 
•geben die Gleichungen (5) § 9 die Ausdrücke: 

(11) 

nebst den entsprechenden für r^jj, r^g und rgj, r^^^ und einer Reihe von 
Relationen zwischen den Radien ra-, die wir übergehen*). 

Wir bilden ferner die Fundamentalgleichungen des § 7 für 
ein dreifach orthogonales Flächensystem. 

Bezeichnet man die Richtungscosinus der Normalen der Flächen 
w = a, v = b, w = c {a,hj c Constante) bez. mit (a, , /3j, y,), («g, /3g, y^^ 
(«3, /3g, 7/3), so hat man nach (22) § 1 (vgl. auch (8)): 

nebst den entsprechenden Gleichungen in (/3, y) und (y, z). Das 
System (2) § 7 führt auf^): 



1 


1 dH, 


1 1 cH^ 


»•31 


11,11^ dw 


rg, H^H^ dw 



1) Dapin, Däveloppements. p. 239. 

2) Lame, Le^one. p. 80 ff. 

3) Lam^, Le^ons. p. 89. Gl. (28) u. p. 91. Gl. (30). 
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du ~ i/, dv "2 u^ ^^c "3 'dv ~ H, 'du "2 

cjtj, 1 azA ^ L^lk — ^ ^^j 

du ^ n^ dv ^1 dv ~ i/3 öxo ^^ ~u, ~du ^^ 

da^ _ 1 dir, da,, 1 a/f. 



du 



//, ow ^ dv ifj ^w ^ 



^«i _ * —3 



1 dH. (13) 



öm; i/, du 3 

dw H^ dv ^ 

d^ 1_ dH^ ^1 a^ 

dw ~ II, cu ^1 i/; "ä^ ^2 

nebst den entsprechenden Gleichungen in {ß^, ß^, ß^) und (^j, y^, 7/3). 
Aus (12) folgt: 

X =y («1 ^1 rf%+ «2 H^dv + a^H^dw) . (14) 

Die Mainardi'schen Gleichungen (6) § 7 oder (6) § 9 re- 

duciren sich für das orthogonale Flächensystem auf drei Gleichungen, 

nämlich^): 

d^, ^ J. dH^ dH, 1 agg ?II, 

dvdw i/, dw dv ' Ifj ^r cw 

cwdu //g au at(7 "* 1/, dw du ^ ^^ 

d'H, ^ 1 dH, dH^ . 1 dU^ dU^ 

dudv II, fv du ' 1/, au dv 

Die Gauss'schen Gleichungen (10) § 7 oder (9) § 9 erhalten 

die Form*): 

±(±^^\i ^ /l a/7,\ , 1 dH,dH,_^ 
dv \H^ dv/'^dw\H^ dw)'^ H,* du du ~ ^ 

dw\lL^ cwi ' auXifj cui ' i/j* do dv ^ '^ 

auV/Zi du/'*cv\Il^ dv/'^B^^dw dw 
Setzt man 

1 aJffj TT 1 ^^S TT /17^ 

iÄ"ä^~^i2 ^-^ — ^13 u. s. w., (ig 

so kann man die sechs Gleichungen (15) und (16) zwischen den drei 
Grossen fl^, i/j, H^ ersetzen durch die folgenden neun Gleichungen 
zwischen den sechs Functionen H^^, U^^, H^^, U^^^ H^^, ^13^)' 

1) Lame, Le9on8. p. 70. Gl. (8). 

2) Lamö, Lecons. p. 78. (11. (9). 

3) Lame, Levona. p. 76 n. 79. 
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(18) 



und 



^-"f3 Tj TT _ A}- TT TT ^'-"is rr 17 

^^ ^21 -"13 gj, -"32 -"21 ~f[fj -"13^32 

^-"38 TT TT <^"l^ TT TT ^^ij^ TT TT 

'^^ -"31 -"12 '^1, *^ ^^12-"23 "^^^ -"23 "31 



^-"12 1^ ^-"Jl 1^ IT TT f\ '^^■"«3 |_ <^""aj _| TT TT rw 

du + "aT + ^si-^M " "8p + gw + '"»'"»» " 

Durch eine leichte Combination erhält man aus (19) die Gleichung 

/'0^k^ ^(-^^23 -"M i) '^{"ni "i.\) <^(-"i8-^ai) rr TT TT _l TT TT TT 

{ZV) g^^ = ^^ - = ^^^ = iii2Ü23^i'.l + ^21-^32^13 • 

Die Gleichungen (13) bis (16) lösen die Aufgabe, das all- 
gemeinste^ dreifach orthogonale Flächeusystem zu finden. 
Die Lösung zerfallt in zwei Theile; ^n ersten Theil bildet die Be- 
stimmung der drei Grössen 7/^, H2, H^ durch Integration des Systeme« 
(15) und (Iß), den zweiten die Bestimmung der Grössen «£, ßi, yf 
und damit der Coordinaten x, y, z durch Integration des Systemes (13). 
Man kann, ähnlich wie in § 8, zeigen, dass durch jedes den Glei- 
chungen (15) und (IG) genügende System von Werthen /ij, Ä, H^ 
ein orthogonales Flächensystem (bis auf die Lage im Raum) eindeutig 
bestimmt ist. Die Bestimmung der drei Grössen H^, H^, H^ aus den 
sechs Gleichungen (15) und (16) ist auf unendlich viele Arten möglich. 
In der That zeigt sich weiter unten, dass die Aufgabe, das all- 
gemeinste orthogonale Flächensystem zu finden, auch auf die Lösung 
einer einzigen partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung zurück- 
geführt werden kann. 

Die Aufgabe, ein orthogonales Flächensystem zu bestimmen oder 
die Gleichungen (15) und (16) zu integriren, wird beschränkt und da- 
durch vereinfacht, wenn man die Bedingung hinzufügt, dass das drei- 
fache System zugleich isometrisch sei. Dann kann man die 
Form der Functionen H^, H^, i/3 von vornherein näher angeben. 
Sind nämlich ?/, U^ Functionen, die von w, ferner F, F^ solche, die 
von r, endlich W, TFj solche, die von w unabhängig sind, so hat 
man nach (8) § 3 die Bedingungen: 

Hieraus folgt 

UVW^ UJ'^W^ also Ui = U V^^V TFj = W, 
daher 

(21) ds'=K{Udu^+Vdv' + WiW)=L{V'\V'du^ -^-W'U'di^+ü'V'dw*), 
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wenn V\ F', W Functionen von derselben Art wie JJyVyW und K 
oder L Functionen von (m, v, «;) sind. 

Lame^) hat gezeigt, dass die weitere Voraussetzung, dass in (21) 
L eine Constante sei, auf das System der confocalen Flächen zweiter 
Ordnung führt. Darboux^) hat die Frage für allgemeines L be- 
handelt, für sämmtliche orthogonalen und isometrischen Flächen- 
systeme die Werthe Hy^yH^,H^ oder die Form des Linienelementes 
bestimmt und für einen Theil dieser Fälle die Flächengleichungen 
selber aufgestellt. 

Man kann die Lame 'sehen Formeln noch benutzen zum Beweis 
des Satzes*"^): 

Die einzige conforme Abbildung des Raumes auf sich selber 
ist die Aehnlichkeit und die Inversion durch reciproke Radien. 

Sind nämlich u, v, w die rechtwinkligen Coordinaten eines Raum- 
punktes und Xj y, z die des Bildpunktes, so hat man für die Confor- 
mii^t der beiden Räume die Bedingung: 

ds" = dx" + df + ds? = l-^(du^ + dv" + dw^), (22) 

wo k eine Function von (u, t;, lo) ist. Zu ihrer Bestimmung dienen 
eine Reihe von Gleichungen, die sich unmittelbar aus den Lam^'schen 
Gleichungen ergeben, wenn man H^ =^ H^ = H^ = k~^ setzt. Die 
Gleichungen (16) führen auf die Bedingungen: 

du^"^ dv^~ bv^'^ dw^'^ dw'''^ du*~ iWdul "•" \ät;/ '^ Xcw) 1 ^"^^^ 
and die Gleichungen (15) auf: 

dudv dvdw dwdu ' ^ ' 

Die letzteren ergeben 

X ^.-0-4.7+ w, (25) 

wo U, F, W Functionen bez. von u,v,w sind; auB (23) folgt weiter, 
wenn Z7' und ü" die erste und zweite Ableitung von U nach u sind, 

TT' 2 I TT'« _L W* 

u'-\- v"= r"+ w"^ w"+ u'= \\ytw • (26) 

Daher ist jeder dieser Ausdrücke unabhängig von u, v, w und 
man hat: 

ir'= V"= W"= ~ , (27) 

1) Lam^, Le^ons. p. 93 ff. 

2) DarbOQX, Ann. £c. Norm. III. p. 130 (1866) und Comptes rendus 84. 
p. S98; vgl. Maschke, Dias. Göttingen 1880. 

8) Monge-Liouville, Applications. Note VI. p. 609 ff. 

Stahl VL. Komm or oll, Gmndfonneln d. .illgom. Flftchenthoorio. 4 
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wo c eine von u^ v, w uBabhängige Coostante ist. Hiernach wird 

tr= i [(« - a,y + a;[ F= i [{v - h,f + h^ W= I [(M;-c,)*+Ci] 

und man erhält aus (26): 
oder 

«8 + *« + ^2 = • 

Verlegt man den Coordinatenanfangspunkt nach (a^, 6^, q), so 
wird endlich: 

oder ' = ^ («* + "* + «'*) 

(28) d^ + rfy» + d.« = c^ . '^-^++^* • 

Setzt man zur Abkürzung w* + v* + m;* ==* p , so ist also 

Stellt man hiermit das System (13) auf und integrirt; so folgt 
a^ = 1 — 2q~^u* «2 = — 2q~~^uv a^ = — 2q'~^uw 

und man erhält nach (14) 

xoQ\ cu et? cxo 



U« + f?« + W» ^ u* + t?* + «7^ '^ u* + 1?« + w» 

Dies ist aber eine Inversion durch reciproke Radien^ bezogen auf 
die Kugel w* + *^* + **^ = ^* ^^^*® Ausnahme findet statt, wenj:i 
c = 00. Dann sind nach (27) und (26) Uy V, W und A constant, 
d. h. die Abbildung besteht in Aehnlichkeit (q. e. d.). 

Die Untersuchung der dreifach orthogonalen Flächensysteme lässt 
sich auch in der Weise führen, dass man statt der Gleichungen (1) 
ihre Auflosungen nach u, t;, w zu Grunde legt^). Man hat dann 

(30) u{x, y,z)^='U v(x, y,i)=^v w{x, t/, z) =^tv. 

Die Orthogonalität dieser drei Flächensysteme wird ausgedrückt durch 
die Gleichungen 

(31) ^1^1^=0 vf^t"=o >;'i^p=o, 

wo wieder die Summation sich auf x, y, z erstreckt. Ferner hat man 

\^ö^) "3='/,^^ ^^~h'dy '^^'^'fi^Tz' 

wenn 

(88) V - a'+ ß:)'+ (if )' 



1) Lame, Le9on8. p. 7 if . 
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nebst den entsprechenden Gleichungen für den Index 1 und u oder 

den Index 2 und v. 

Da nach (30) und (1) 

dw dx , cw dy . cw de - 
dx dw cy cw ^ dz cw ' 

80 folgt aus (8) und (32) 

Hihi=\ (i= 1,2,3). (34) 

Das Problem der Bestimmung eines dreifach orthogonalen Flächen- 
systems fahrt jetzt auf den Satz^): 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung daf&r, dass ein 
Flächensystem w{Xy y,z) = w mit dem Parameter w einem dreifach 
orthogonalen System angehört, ist eine partielle Differentialgleichung 
dritter Ordnung für die Function w{Xj y, z). 

Aus den drei Gleichungen (31) ergeben sich nämlich durch ein- 
und zweimaliges Differenziren nach Xy y, z im Ganzen 3 + 9 + 27 ^ 39 
Gleichungen, in welche 2 (3 -j- 6 + 10) = 38 verschiedene Ableitungen 
Yon %i und v nach Xj y, z eingehen. Man erhält daher durch Elimi- 
nation dieser letzteren eine einzige partielle Differentialgleichung 
dritter Ordnung für die Function tc?(a;, y, z). Für die Herstellung dieser 
Gleichung und für den Beweis, dass sie auch die hinreichende Be- 
dingung für die Existenz eines dreifach orthogonalen Systems ist oder 
dass jeder Flächenschaar w{Xy y, z) = Wy die dieser Gleichung genügt, 
zwei andere u{Xy y,z)=u und v(a;, y,z) = v zugeordnet sind, die mit 
der ersten ein orthogonales System bilden, verweisen wir auf die 
Literatur*). 

Es schliesst sich noch folgende Bemerkung an. Nach (9) § 2 
hat man die auch in dem System (13) enthaltene Gleichung 

d*x _ 1 dH^dx . 1 dH^ dx 
17 p« ;^*^ I w^ 



dudv ifj dv du ' i/^ du dv 
nebst den entsprechenden Gleichungen in y und z. Die Vergleichung 
mit der letzten Gleichung (15) zeigt, dass die Grösse H^ derselben 
Differentialgleichung genügt wie x, y, z und noch allgemeiner wie die 

Function a(x^ + y* + ^^) + /^^ + yj/ + *^ + ^ ; ^^ ^^7 ßt Y} *> ^ 
unabhängig von ti, v. Hierin ist der Satz enthalten, dass eine Flächen- 
schaar w{x,yyz) = w, die der Differentialgleichung 

_ ^; = <x' + y^ + z') + ßx + yy + dz + a (35) 

1) Bouquet, Joum. de Math. T. XL p. 446 (1846). Bonnet, Comptes 
rendas (1862). 

2) Darboux, Ann. fic. Norm. III. p. 110 (1866). Weingarten, Joum. 
für Math. Bd. 83. p. 1 (1877). 

4* 
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genügt, in der h^ durch (33) bestimmt ist und a, ß, y, d, e willkürliche 
Functionen von w sind, stets einem orthogonalen System angehört^). 
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Deutet man die Grössen a, 6, c (§ 1), welche durch die Gleichung 
a* + 6^ + c* = 1 verbunden sind, als Coordinaten eines Punktes auf 
einer Hilfskugel K vom Radius 1 um den Nullpunkt, so hat man die 
von Gauss*) eingeführte sphärische Abbildung der Fläche. 
Jedem Werthepaar (w, v) entspricht gleichzeitig ein Punkt auf der 
Fläche und ein Bildpunkt auf der Kugel derart, dass beide Punkte 
gleichgerichtete Normalen haben. Zur Untersuchung der sphärischen 
Abbildung bezeichnen wir alle auf die Kugel bezüglichen wie die ent- 
sprechenden auf die Fläche bezüglichen Grössen, nur statt mit kleinen 
mit grossen Buchstaben; also den Bildpunkt von {x^y^z), d. i. (a,b,c) 
mit (X, F, Z), die Cosinus der Neigungswinkel der Kugelnormale mit 
(A, By G) u. s. f. Dann ist 

(1) X=A = a T=B = h Z=C = c 

(2) X^+ Y^ + Z^=\. 

Aus (3) § 2 ergeben sich für d'= die Sätze: 

1. Das sphärische Bild der einen von zwei conjugirten Rich- 
tungen steht senkrecht auf der anderen; 

folglich, da die Tangentialebene der Fläche und der Kugel in ent- 
sprechenden Punkten parallel sind: 

2. Das sphärische Bild der Richtung einer Asymptotenlinie ist 
senkrecht zu dieser Richtung. 

3. Das sphärische Bild der Richtung einer Kxümmungslinie ist 
parallel zu dieser Richtung. 

Diese Sätze können, wie schon früher (§ 5) bemerkt wurde, auch 
als Definitionen der conjugirten Linien, der Asjmptotenlinien und der 
Krümmungslinien benutzt werden. 

Von Wichtigkeit sind vor Allem die sechs für die Kugel ge- 
bildeten Fundamentalgrössen E, F, G; D, D\ D". Da die 
Gauss'sche Hilfskugel eine Fläche darstellt, deren Punkte durch die 
Gleichungen (1) gegeben sind, so kann man in den früheren Glei- 
chungen für XyPfg und gleichzeitig für a,b,c setzen X, Y,Z] ferner 
für die Grössen ej.g-, d,d\d' die Grössen E,F,G\ D, D', 7)" und 

1) Darboux, Ann. fic. Norm. 2. S^r. VII. p. 112 (1878). Weingarten, 
1. c. p. 11. 

2) Gauss, Disq. gen. Art. 6. 
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f ör die aus e^ /) g gebildeten Grössen p, p\ p\ q, q, q die aus E, JP, G 
entsprechend gebildeten Grössen P, P', P", (?, q\ Q" , Hiernach folgt 
aus den Gleichungen (3) § 2: 

D = — E B'= — F D''= — G, (3) 

ferner aus den Gleichungen (G), (7), (16), (17) § 2: 

E = hd --Tee F= hd' - kf ö « hd" - Jcg (4) 

und hieraus 

H= — 2 K=l 7^j = //^ = — 1. 

Endlich wird 



dd'- d' 



^ = yEG — F^ = kd = -'" ~-^ (5) 

und das Linienelement auf der Kugel nimmt die Form an: 

dS^ = dfX« + rfr« + dZ^ (6) 

= h{ddu^ + 2d'dudv + d"dv^) — h{edii^ + 2fdudv + ydv^) . 

Aus (4) folgen die Sätze: 

Durch die sphärische Abbildung gehen die Erümmungslinien 
der Fläche in ein Orthogonalsystem auf der Kugel über. 
Denn aus /"= 0, cl'= folgt F=0, 

umgekehrt: Von den Orthogonalsystemen auf der Fläche gehen, 
wenn die Fläche nicht eine Minimalfläche ist, nur die Krümmungs- 
linien wieder in ein Orthogonalsystem auf der Kugel über. 

Denn aus f=Oy 2^=0 folgt rf'=0, wenn nicht A = ist, 
d. h. wenn nicht die Fläche eine Minimalfläche ist. 

Aus (4) folgt: 

Efß -2Ff+Ge=^ d\h^ — 2k) , (7) 

Ed"— 2Fd'+ Od = d«Aft. (8) 

Verbindet man die letzte Gleichung mit (5), so erhält man für 

die mittlere Krümmung h und das Krümmungsmaass k der Fläche die 

Ausdrücke: 

, _ E(V'- 2Fd\±Gd j _ KG -_F* ^. .^. 

Trägt man in (4) die Werthe für h und k aus (16) und (17) § 2 
ein, so erhält man 

d^E = ed^ — 2fdd'+ nd' 

d^F = ed'd'^ f{dd"+ d'^) + (jdd' (10) 

8^G == cd"'' — 2fd'd"-{- (jd'\ 

1) Weingarten, Festöchrift der techn. Hochschule zu Berlin. 1884. p. 41. 
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Die Auflösung ergibt für e, f, g Gleichungen von ähnlichem Bau, 

nämlich: 

^h = Ed'' - 2Fdd'+ Gd' 

(11) ^Y= IJd'd'- F(dd"+ d"") + Gdd' 

J^g = Ed"^ — 2Frf'€f"+ Gd'^^ 



Es sollen jetzt statt der Punktcoordinaten (a:, y, z) die Ebenen- 
coordinaten der Fläche als Functionen von {Uj v) gegeben sein und 
die zur Untersuchung der Fläche dienenden Formeln kurz zusammen- 
gestellt werden *). Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt {x, y, b) 
sei; wenn ^y 7i, g die laufenden Punktcoordinaten sind: 

(12) Z|+ Yri + Zt-T=0, 

Die Coefficienten X, i] Z, T sind die Ebenencoordinaten der 
Fläche. «Wir fügen noch die Bedingung hinzu 

(13) z^+r2 + z« = i, 

welche die Allgemeinheit nicht beschränkt, da man, wenn diese Be- 
dingung nicht erfüllt ist, die Coefficienten X, Y^ Z, T nur durch 

yX^ 4" Y^ -}- Z^ zu dividiren braucht. Unter der Voraussetzung (13) 
sind XyYjZ identisch mit den Werthen (1), d. h. mit den Co- 
sinus der Neigungswinkel der Flächennormale gegen die Coordinaten- 
axen, während T den Abstand der Tangentialebene vom Nullpunkt 
bedeutet. 

Wir zeigen zunächst, wie man die Punktcoordinaten (x,y,0) 
der Fläche erhält, wenn die Ebenencoordinaten X, Y, Z, T als Functionen 
von (w, v) gegeben sind. Da (x, y, z) der Berührungspunkt der Tan- 
gentialebene (12) ist, so hat man identisch: 

(14) xX + yY+ zZ—T= 0. 

Dififerenzirt man nach u und v, so erhält man nach (2) § 2, 
wenn man die Abkürzungen (2) § 1 benutzt 

a;X, + yri4-0Z,-T, =0 

xX^^yY^^zZ^^T^ = ^. 

Die drei Gleichungen (14) und (15) sind nach Xy y, z aufzulösen. 
Der gemeinsame Nenner wird nach (24) § 1 gleich ^. Der Zähler 

1) Die Gleichungen für Punkt- und Ebenencoordinaten werden erst dann 
Yollkommen dnaliBtisch, wenn man statt des imaginären Kugel kreises im unend- 
lichen eine allgemeine Fläche zweiter Ordnung als massgebend einführt nach dem 
Vorgänge von A. Cayley, Phil. Trans. T. 149. p. 61 (1869). 
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von X wird, wenn man (23) und (25) § 1 (gebildet für X, Y, Z) an- 
wendet, 

V z 

= JTX + ^ [T,(GX, - FX,) + T,(EX, - FX,)] . 



T T Z 
T, Y, Z, 
Tg Fo Z| 



Daher ist 

x = XT+^\X,T) y = YT+^\Y,r) z:= ZT + J\Z,T), (16) 

wenn man zur Abkürzung setzt (vgl. (8) § 17): 

J' (X, r) = i". [EX, T, - Fix, T, + T, X,) + GX, TJ . (17) 

Wir entwickeln ferner gewisse den Gleichungen (9) § 2 &ir x,y,z 
analoge partielle Differentialgleichungen für die Grössen 
X, Y, Z, T. Aus (9) § 2 erhält man unmittelbar mit Rücksicht auf 
(3) für X die Gleichungen: 

Xh- PX, - QX, + EX=0 

X,, - P'X, - Q'X, + FX= (18) 

X,2 - F'X, - Ö"X, + GX = 0. 

Für F, Z gelten entsprechende Gleichungen mit denselben Coef- 
ficienten. Etwas anders lauten die Gleichungen für T. Aus (15) er- 
hält man durch Differentiation nach te, v mit Rücksicht auf (3) § 2 

xX,, + yY,,+zZ,,-T,,^d 

xX,, + y Y,, + zZ,^ - r,, = rf' (19) 

Multiplicirt man die Gleichung (14) mit JEJ, die Gleichungen (15) 
bez. mit — P und — Q und addirt zu der ersten Gleichung (19), so 
folgt wegen (18): 

Tu— PTi— QT^ + ET='-d 

T,j — P'T, — ^'^2 + FT d' (20) 

Tg, - F'T, - (2"T, + G^T = - €f " 1). 

Hiermit sind die sechs Fundamentalgrössen der Fläche 
e,f,g] d^d\d" in X,Y,ZyT und ihren Ableitungen nach «, v 
dargestellt; es ergeben sich nämlich die Grössen dj d\ d" aus (20) 
und darnach die Grössen e^f^g aus (11). 

Um nicht nochmals auf die Ebenencoordinaten zurückkommen zu 
müssen, stellen wir hier auch die für die Untersuchung einer 

1) Weingarten, Festschrift, p. 41 (1884). 



(23) M = -^ 
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Flächencurve wichtigen Grössen ds^^L^M^N (§ 14) durch X, Y,Z,T 
und ihre Ableitungen nach u,v dar. Nach (11) hat man för d^: 

(21) ^Vs2 = E(tVdu + d"dvf — F(ddu + d'dv) (d\lu + cf "rfv) 

+ G{ddu + d'dvy. 

Der Ausdruck für L ergibt sich unmittelbar aus den Werthen 
von dj d\ d" (20) und lässt sich durch Zuziehung der Gleichungen 
(18) leicht auf die Form bringen: 

(22) X = ^ I X Xi Xg Xj.rfti« + 2X^^dudv + X^^dv^ \ , 

wo die Determinante der rechten Seite vier in X, F, Z, T gleich gebildete 
Horizontalreihen enthält, von denen nur die erste angeschrieben ist. 
Zur Darstellung von M bilden wir aus (4): 

-Bdw + Fdv = }i{ddu + d'dv) — li{edu + fdv) 

Fdti + Gdv = h{d'du + cf "rfv) — Ä(/*dM + ^rfv) , 

wonach der Ausdruck für M die Form erhält: 

ddu + d\lv Edu + i'^dv 
cl'rfu + d'\lv Fdu + Gdv ' " 

Setzt man die Werthe von et, d\ et" aus (20) ein und ordnet 
nach den Ableitungen von jT, so erhält man als Di£ferentialgleichung 
der Erümmungslinien M = 0: 

(23a) ^, ^ + A, If + ^.rf (19 + B,d(^) = 0, 

WO die Coefficienten Ä^^ A^^B^^B^ leicht anzugebende Werthe haben. 
Da nach (18), die Gleichung (23 a) mit denselben Coefficienten auch 
für X, Yj Z besteht, so erhält durch Elimination dieser Coefficienten 
die Gleichung der Erümmungslinien auch die Form: 

mit derselben Abkürzung wie in (22). 

Der Ausdruck für N endlich, der = gesetzt die DiflFerential- 
gleichung der geodätischen Linien der Fläche liefert, ist complicirter 
und daher auch von geringerem Interesse. Man bildet ihn am ein- 
fachsten nach (1) und (2) § 14 aus: 

dX dX 
du dv 

durch Multiplication dieser beiden Determinanten, deren zweite und 
dritte Horizontalreihen ebenso in F, y und Z, z gebildet sind, wie die 
erste in X, x, 

1) Darbouz, Le90ns. 1. p. 240. 



(25) JN 



X dx d^x 



X 
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Wir fügen auch hier ein paar Anwendungen hinzu. Nach 
(11) ist die Bedingung dafür , dass die Parametercurven u, v ortho- 
gonal sind (/*= 0): 

Ed'd'" F{dd''+ d'-) + Gdd'= 0; (26) 

ferner nach (20) die Bedingung dafür^ dass die Parametercurven t(, v 
conjugirt sind (€f'= 0): 

T,, - FT, - Q'T, + FT=0. (27) 

Verbindet man die Gleichung (27) mit den entsprechenden Glei- 
chungen in X, Yy Z (18), 30 geht die Bedingung dafür, dass die Para- 
metercurren conjugirt sind, über in 

IZ,, X, X, X| = 0'), (28) 



WO die Determinante der linken Seite wie in (22) abgekürzt ge- 
schrieben ist 

Endlich sind die beiden Bedingungen dafür, dass die Parameter- 
curven u, V die Krümmungslinien der Fläche sind (/"= 0, rf'= 0) nach 
(4) und (20), wenn man die Werthe für F und Q' einträgt, 

dadv dv du du dv ' ^ ^ 

woraus man durch Verbindung mit den entsprechenden Gleichungen 
in X, Y, Z (18) wieder das Verschwinden gewisser dreigliedriger De- 
terminanten ableiten kann. 

Eine zweite Anwendung möge sich auf die Herleitung von Flächen 
bestimmter Art beziehen. Ist die sphärische Abbildung einer 
Fläche gegeben, d. h. sind entweder X, Y, Z als Functionen zweier 
Parameter u, v gegeben mit der Bedingung, dass X* + Y^ -^^ Z^ = 1 
oder sind E, F^ G als Functionen von n, v gegeben mit der Bedingung, 
dass K= 1, wo K der in E, F, G gebildete Gauss'sche Ausdruck 
für das Erümmungsmaass (d. i. die rechte Seite der Gleichung (10) 
§ 7, gebildet in J?, F, 6r), so ist damit die Fläche noch nicht definirt, 
vielmehr ist T noch eine willkürliche Function der Parameter w, v. 
Zur Bestimmung der Fläche ist noch eine weitere Bedingung nöthig; 
wir betrachten folgende Fälle. 

1. Die Fläche sei so beschaffen, dass die Parametercurven 
orthogonal sind (/*=0). Dann tritt die Gleichung (26) hinzu oder, 
wenn man die linken Seiten in (20) bez. mit (T)i,, (y)i2, {T)22 be- 
zeichnet, für T die Gleichung: 

E(n,(T\, - F{{T),,iT)^ + {T\,*] + G(r),,(T),, = 0, (3(.) 

1) Darbonx, Le9on8 1. p. 121. 
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die als Dififerentialgleichung der Fläche angesehen werden kann. Ist 
T aus (30) ermittelt, so findet man, wenn X, Y, Z gegeben war, 
a;, y, z unmittelbar aus (16); dagegen erhält man, wenn E^ F, G ge- 
geben war, djd\d'' aus (20) und e^f^g aus (11), womit die Fläche 
eindeutig bestimmt ist. 

2. Die Parametercurven der Fläche seien conjugirt 
(rf'= 0). Dann hat man in (27) die Dififerentialgleichung der Fläche. 

3. Die gegebenen Grossen X, Y, Z seien so beschaffen, dass 
jF= ist und die gesuchte Fläche von der Art, dass die Parameter- 
curven die Krümmungslinien der Fläche sind {f=0, d'=0). 
Die Dififerentialgleichung der Fläche ist alsdann die Gleichung (29) 
in T.') 

4. Für die Fläche sei die mittlere Krümmung h constant 
(oder auch als Function von (u, v) gegeben). Dann ist nach (9) und 
(20) die Dififerentialgleichung der Fläche in T: 

(31) i:{T)„ - 2F{T\, + G{T\, + h[{T\,{T),, - (T),,*] = 0»). 

5. Für die Fläche sei das Krümmungsmaass h constant 
(oder auch als Function von (m, v) gegeben). Dann ist die Dififerential- 
gleichung der Fläche nach (9): 

(32) n{T)n{T)n - (^)./] = EG - F\ 

Man kann diese Betrachtungen verwerthen zur Herleitung der 
Flächen mit einem System von ebenen Krümmungslinien 
(vgl. § 9 auch bez. der Literatur). 

Nach dem Joachims thaFschen Satze (§ 15) ist das sphärische 
Bild einer ebenen Krümmungslinie ein Kleinkreis, dessen Ebene 
parallel der Ebene der Krümmungslinie ist. Man erhält nun auf der 
Kugel (2) das allgemeinste einfach unendliche System von Kreisen, 
wenn man sie durch eine Ebene schneidet, deren Gleichung von der 
Form ist 

(33) U,X+Ü^Y+U,Z=^1, 

wo J7i, C/j, C^ beliebige Functionen eines Parameters u sind. Man 
kann diese Ebene etwa als die Normalebene einer beliebig gegebenen 
Raumcurve ansehen. 

Wir fassen die Kreisschnitte der Ebenen (33 J mit der Kugel' (2) 
als ein erstes System von Curven Cu mit dem Parameter w, die ortho- 
gonalen Trajectorien derselben auf der Kugel als ein zweites System 

1) Enneper, Nachr. d. Kgl. Ges. d. W. zu Göttingen, 1870, p. 78 in anderer 
Uerleitung. 

2) Weingarten, FeBtachrift. p. 42. 
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von Curven C^ mit dem Parameter v auf. Um die Curven C«, zu finden^ 
kann man die stereographische Projection benutzen. Denn das Ej*eiB- 
system Cu der Kugel geht durch diese Projection wieder in ein Kreis- 
system Eu der Ebene über. Sucht man die orthogonalen Trajectorien 
E9 Yon E^ und überträgt sie auf die Kugel, so hat man das System 
C>. Nun drücken sich die Coordinaten (X, F, Z) eines Punktes der 
Kugel (2) in den Coordinaten (6, ri) seiner stereographischen Projection 
nach (18) § 3 aus durch die Gleichungen 

•^ — >« -L *,« J_ 1 ^ *2-Li«-l.l * \P^) 



V + n' + ^ 5' + i2*+l V + ri^ + ^ 

Tragt man diese Werthe in (33) ein, so hat man das System E^ 
in der Ebene (|, ri) in der Form /"(g, iy, w) = 0. Ist das orthogonale 
System E^: ^(6, 1?, v) = 0, so erhält man durch Eintragen der Werthe 
von I, fi aus (34) das System C«, in der Form: 

cD(X, r,Z,t;) = 0. (35) 

Die Verbindung der Gleichungen (2), (33) und (35) gibt die 
Coordinaten X, F, Z der sphärischen Abbildung der gesuchten Fläche 
als Function der Parameter t«, v. 

Man kennt nunmehr die Grössen E und G (während 2^ = ist) 
und hat nur noch die DiflFerentialgleichung (29) zu lösen. Das ist hier 
vollständig möglich. Denn die Bedingung, dass das System der Krüm- 
mungslinien u = const. eben sei, sagt nach § 15, dass der zugehörige 
Torsionsradius (j^» = <» sei oder nach (26) § 14, dass Hp Function von 
u oder endlich nach (25) § 14, dass 

yEG du ü ^ du ' 

wo U Function von u ist. Hiemach nimmt die Differentialgleichung 
(29) ftlr T die Form an 

ü dv dv \Y;e du) ' 
Als erstes Integral erhält man 

du u ^-^ ^0) 

und wenn man zur Abkürzung 

,/^ "'= p yp = Q (36) 

setzt, als zweites Integral 

T=P{V -fp- ' Qdi<) , (37) 
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wo V Function von v. Damit ist die Aufgabe gelost. Die Losung 
erfordert, abgesehen von den Quadraturen in (36) und (37), nur die 
Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung, 
welche die orthogonalen Trajectorien (35) des Curvensystems u = const. 
auf der Kugel ergibt. In die Lösung gehen fünf willkürliche 
Functionen ein, nämlich eine Function V von v und vier Functionen 
^)» Ui, JX, ZJj von M, da man U=u setzen kann. 

Soll die Fläche zwei Systeme von ebenen Krümmungs- 
linien besitzen, so ist die sphärische Abbildung von vornherein ge- 
geben. Die Bilder der zwei Systeme von Krümmungslinien sind näm- 
lich zwei Systeme von Kleinkreisen, die sich rechtwinklig durchschneiden. 
Solche zwei Kreissysteme werden aber, wie bekannt oder wie aus der 
stereographischen Projection folgt, nur gebildet von den Schnittcurven 
der Kugel mit zwei Ebenenbüscheln mit den Parametern ti, t;, deren 
Axen reciproke Polaren der Kugel sind. Indem man solche Axen be- 
liebig wählt, hat man unmittelbar X, Y, Z und hierzu aus (29) T als 
Function von (w, v). Die Lösung der Aufgabe erfordert also nach (36) 
und (37) nur zwei Quadraturen und führt nur zwei willkürliche 
Functionen V^ und V mit sich. Die geometrische Betrachtung gibt 
den Satz: 

Für jede Fläche mit zwei Systemen von ebenen Krümmungs- 
linien sind die Ebenen des einen Systems parallel einer Geraden g^ 
die des anderen parallel einer Geraden ^j. Diese beiden Geraden 
sind zu einander senkrecht. 
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Die Minimalflächen ^), d. h. diejenigen einfachen Flächen, die bei 
gegebener Unjgrenzung den kleinsten Inhalt haben, siud geometrisch 
charakterisirt durch die Bedingung, dass in jedem Punkt die Haupt- 
krümmungsradien r^ und r^ gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. 
Sie sind daher definirt durch r, + ^s» = ^ ^^^^ A = oder nach (16) 
§ 2 durch die Gleichung: 

(1) cd'~ 2fd'+(ßd==0. 



1) Die Differentialgleichung der Minimalfläcben mittels VariatiODsrechnuDg 
wurde aufgestellt von Lagrange, Mise. Taur. (1760 — 61). Werke. I. p. 336. 
Die geometrische Interpretation derselben (/» = 0) gab Meunier, Sav. Etr. t. X. 
p. 477 (1786). Die Integration wurde ausgeführt von Monge-Liouville, Appli- 
cations, p. 211 ff. 
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Aus ihr ergeben sich folgende Eigenschaften der Minimal- 
flächen: 

Die Minimallinien sind conjugirt. 
Denn aus e = g = folgt d'= 0. 

Die Asymptotenlinien sind orthogonal. 
Denn aus d = d"= folgt /"= 0. 

Von diesen Sätzen gilt offenbar auch die ümkehrung, nämlich: 
Sind für eine Fläche die Minimallinien conjugirt oder die 
Asymptotenlinien orthogonal, so ist die Fläche eine Minimalfläche. 

Dass die Krümmungslinien der Minimalflächen isometrisch sind, 
wurde in § 9 bewiesen. In § 17 wird gezeigt , dass ein System von 
isometrischen Linien auch erhalten wird durch jedes System von 
ebenen Parallelschnitten und seine orthogonalen Trajectorien, also 
z. B. durch die Niveaucurven der Fläche und die Linien der stärksten 
Neigung. 

Ferner hat man für die sphärische Abbildung auf die Kugel K 
nach (4) § 11: 

E='-D=hd-ke F=—D'=hd'—kf G=—D''=hd''-kg. (2) 

Hieraus ergeben sich für die MinimalflächeU; indem man /t =» 
setzt, die folgenden Sätze: 

1. Die sphärischen Bilder der Minimallinien sind wieder Minimal- 
linien und zugleich Asymptotenlinien (die geradlinigen Erzeugenden der 
Kugel). 

Denn aus e = g = folgt E = — D = 0, G= — D"= 0. 

2. Die sphärischen Bilder von isometrischen Linien, insbesondere 
also auch der Krümmungslinien, sind wieder isometrische Linien. 

Denn aus e = g', f=0 folgt E=G] F = 0. 

3. Die sphärische Abbildung einer Minimalfläche ist dem Urbild 
conform ^). 

Denn aus (2) folgt: dS^ «= — kds^ oder ds = rdS, wenn r der 
Hauptkrümmungsradius der Fläche ist. 

Diese drei Sätze sind wiederum charakteristisch für die Minimal- 
flache, d. h. sie lassen sich in folgender Weise umkehren: 

4. Sind die sphärischen Bilder der Minimallinien auf einer Fläche 
wieder Minimallinien, so ist die Fläche entweder eine Minimalfläche 
oder eine Kugel. 

1) Bonnet, Journ. d. Math. t. V. p. 227 (1860). 
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Denn für e = g = und E^G = folgt aus (2) 7icl = ; 
hd"^=^ 0, also 

entweder A = 0, d. b. die Fläche ist eine Minimalflache; 

oder d = cf"= 0, also nach (10) § 5 r^ = r^, d. h. die Fläche ist 
eine Kugel. 

5. Sind die sphärischen Bilder von isometrischen Linien auf einer 
Fläche wieder isometrische Linien , so ist die Fläche entweder eine 
Minimalfläche oder eine Kugel. 

Denn aus e = g] f=0 und E=G] F=0 folgt nach (2): 
hd = hd"] Ad'=0, also 

entweder Ä = oder d = d"; ci'= 0, also nach (10) § 5 r^ = r,. 

6. Ist die sphärische Abbildung einer Fläche dem Urbild con- 
form^ so ist die Fläche entweder eine Minimalfläche oder eine Kugel. 

Denn für die Conformität einer Fläche mit ihrer sphärischen Ab- 
bildung gelten nach (2) die Bedingungen: 

hd — ke=^ {le hd'— hf= ^if hd'' — kg = ^ig^ 

wo II ein noch zu bestimmender Factor. Multiplicirt man diese Glei- 
chungen einmal bez. mit d'\ — 2d\ dj das anderemal bez. mit g^ 
— 2fy e und addirt jedesmal, so erhält man nach (16) und (17) § 2: 

2ÄJfc = Ä(^ + h) ¥ = 2{ii + h). 
Hieraus folgt 

entweder: A = 0; fi = — k, d. h. die Fläche ist eine Minimalfläche 

oder: ft = i; 4^ = 4fc, also r^ = 7\y d. h. die Fläche ist eine Kugel, 



Zur weiteren Untersuchung der Minimalfläche leiten wir ihre 
Gleichung nach der Methode des § 8 her^). Zunächst sind die 
Fundamentalgrössen e^f^g-^ d^d\d" aufzustellen. Wählt man als 
Parametercurveo (w, v) die Minimallinien, so ist 

(3) e = g = d'= 0. 

Alsdann hätte man, wenn d = cl"= 1 gesetzt würde, die DiflFe- 
rentialgleichung (14) § 9 unter der Voraussetzung ft = cx) zu inte- 
griren. Das allgemeine Integral enthält nach Liouville^) zwei will- 

1) Enneper, Zeitschrift für Math. Bd. IX (1864). Die Enneper'sche Her- 
leitung ist hier so abgeändert, dass man unmittelbar die von Herrn Weierstrass 
(Sitzungsber. d. Berl. Acad. 1866) seinen bekannten Untersuchungen über Minimal- 
flächen zu Grunde gelegte Form erhält. 

2) Monge<Liouyille, Applications. Note IV. p. 597. 
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kürliche Functionen JJ und F, von denen die erste nur von w, die 
zweite nur von v abhängt. Wir ändern die Behandlung etwas ab 
und führen sogleich zwei solche Functionen TJy V ein, indem wir setzen: 

d ü d' F. (4) 

Dann geht die Gleichung für f über in: 

' dudv ^^• 

Es genügt ein particuläres Integral; ein solches ist 

f^^UVil + uvy. (5) 

Durch die Gleichungen (3), (4), (5) sind die sechs Fundamental- 
grossen der Minimalfläche bestimmt; aus ihnen erhält man für das 
Linienelement ds' = 2fdudv: 

ds" = UV{1 + uvydudv, (6) 

für den Hauptkrümmungsradius r = fiYdd'': 

r = ly'üV(l + uvy; (7) 

femer als Differentialgleichung der Krümmungslinien: 

Udu^ — Vdv" = (8) 

und als Differentialgleichung der Asymptotenlinien: 

Udu^ + Vdv^ = 0. (9) 

Die Krümmungslinien und Asjmptotenliuien sind also durch Qua- 
draturen bestimmt^). 

Aus der Form von (8) und (9) und der DiflFerentialgleichungen 
rfu = 0, rfv = der Minimallinien ergibt sich, dass auch für eine in 
beliebigen Parametern gegebene Minimalfläche die Diflerentialglei- 
chungen dor Minimallinien, der Krümmungslinien und der Asymptoten- 
curven durch Quadraturen integrirbar sind^/. 

1) Roberts, Journ. d. Math. t. XI. p. 300 (1846), 

2) Derselbe Satz gilt nach den Gleichungen des § 9 für Flächen von con- 
Btanter mittlerer Krümmung, während für die Flächen von constantem Krümmungs- 
maaas nur die Differentialgleichungen der Krümmungslinien und Asymptotenlinien, 
für die Flächen mit isometrischen Krümmungslinien nur diese und die Minimallinien 
durch Quadraturen bestimmbar sind. Die gemeinsame Quelle dieser und ähnlicher 
Sätze ist der folgende aus der Theorie des Multiplicators leicht zu beweisende 
Satz von Lie: Weiss man von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung in (a;, y), dass ihre Integrale X = a, Y = j3, Z=*y (wo a, p, y die 
Integrationsconstanten) eine lineare Relation mit constantem CoefGcienten 
Z = XX-^fiF besteht, so lassen sich die drei Differentialgleichungen durch Qua- 
draturen integriren. Vgl. Lie-Scheffers, Vorlesungen über Differentialglei- 
chungen. Leipzig, Teubner. p. 163, sowie p. 169 ff. (1891). 
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Es ist nanmehr das simultane System (2) § 7 zu integriren. 
Dasselbe lautet in unserem Falle: 

da _ 2q , da^ — ^ TT JU ( ^^ i ^'\ 

ä M ~ (1 + uvY V ~cu~ ^^~^ \1 + UV ■*" ü) ^1 

da 2ai ^ T^ ,/ 2u , V'\ 

während >.- = -^ = wird. Man erhält leicht drei Systeme von 

du ov '' 

particulären Integralen a, a^^ a^, deren Determinante nicht verschwindet^ 
nämlich nach den Bezeichnungen des § 8: 



2u 
^« 1 + uv ^0 




2t? 

1 -{-UV 


UV ~ 1 

^« 1 + .1 r 


Xi=--ii^U j/i = 




u 


^1 — uU 


^2— V y, — 


— 


v^r 


Z^ = ?;F. 


Hieraus folgt: 








^n — ^2i — ^23 = -M31 = 





^S3 


- I M„ . 



und als Gleichung der Fläche zweiter Ordnung (8) § 8: 

4Si? + £* = 1 . 
Die Goefficienten (|,, r^i, 2;,) sind aus den zugehörigen Gleichungen 
41,1?, + 5." = 1 2(S,ijt H- ^,|t) + e,6t = 

zu bestimmen. Das Werthsystem (oder diejenige Lage der Fläche im 
Ilaum), das der Weierstrass'schen Form entspricht, ist 

io = % = 'i'i li = -|-; ^1 = 1^ 52=1; So = 5i = 52 = % = o. 

Hierdurch werden die Gleichungen (4) § 8: 
et = j .__ ^ = ^ . T — 

1 + M« 1 + W*^ 

(10) a, = ! (1 - H*)f; 6,= ia + «*)tr 

a, = |(l-t;«)F 6, = _i(l + „«)F 

Setzt man noch 

(11) ü=F{u) V=0{v), 

so erhält man schliesslich nach (llj § 8 die Gleichungen der Minimal- 
fläche in der Form^j: 



c 




UV — 1 

1 + uv 


''l 




uU 


c^ 




vV. 



1) Weierstrass, 1. c. p. 619. Setzt man: 
yWdu^dcL y2Vdv=^dß tt— yl(a) ü = J5(P), also Cr = -i,,; F: ^ 



2A'«* 2B'*' 

80 erhält man die Gleichungen von Enneper, 1. c. p. 107. 



Für: 
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X = y f{\ — u^) F{u)du + lf{l — v^) 0{v)dv 
y = ij (1 + n') n^)du - ; y (1 + v') 0{v)dv (12) 

jET = j u F(u)du + / V 0(v)dv . 



CT =/•"(«) F=9,» (13) 

erhält man statt (12): 

a: = I ( 1 - u')f"{u) + «rC«) -/•(„) + 1 (1 _ v^ q>"{v) + r 9 (t') - 9 OO 

y =^' (l+„*)/"(«)-iM/'(„) +»•/•(„)_ •(i+„2)^"^,,)^i^^'(„)_i^(„) (14) 

« = «r'(«) — r(«) + «'9'"(*') — 9'(«) • 

Die vorstehende Herleitung der Gleichung der Minimalfläche ist 
rein analytisch. Man kann die Losung abkürzen, indem man den oben 
bewiesenen geometrischen Satz benutzt, dass für Minimalflächen die 
sphärische Abbildung der Minimallinien wieder Minimallinien auf der 
Kugel ergibt. Nun stellen sich die Goordinaten (a, 6, c) eines Punktes 
der Kugel vom Radius 1 in den zu den Minimallinien gehörigen Para- 
metern (w, v) nach (15) § 3 durch die Ausdrücke (10) dar. Trägt man 
diese Werthe, sowie die Werthe (3), (4), (5) in die Gleichungen (6) § 2 
ein, so erhält man durch Quadratur die Gleichungen (12). 

Den kürzesten Weg, zur Gleichung der Minimalfläche zu gelangen, 
hat Monge ^) angegeben. Es ist die Gleichung (1) zu befriedigen 
oder, wenn man wieder die Minimallinien zu Parametercurven wählt, 
die Gleichungen c == ^ = •, d'= 0. Durch Anwendung derselben 
geht die mittlere der Gleichungen (9) § 2 über in: 

/«L=o ,^=0 .^'l =0. (15) 

Cuoo cuov cucv ^ ^ 

Daher ist 

^=U, + V, y^U,+ V, 0=L\ + V,. (16) 

Hierdurch wird der Gleichung d'= genügt. Die Gleichungen ß = 0, 
g = geben dann für die Functionen U und V in (16) die Be- 
dingungen: 

U/2 ^ u^2 ^ u^^ _ F/« + V^^ + F;« = 0. (17) 

Man kann nun für x und y die in (12) gegebenen Werthe an- 
setzen und erhält dann aus (17) auch für s den in (12) angegebenen 

1) Monge-Liouville, Applications, p. 211 ff. 

Stahl n. Kommorell, Grundformoln d. allgem. Fliiohenthoorio. & 
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Werth. Für das Linienelement ds der Fläche folgt aus (16) 
und (17) 

(18) rf5- = 2{dU,dVi + dU^dV^ + dU^dV^). 

Die Gleichungen (16) und (17) enthalten den Satz: 

Die allgemeine Minimalfläche wird erzeugt durch Translation 
einer Minimalcurve des einen Systems längs einer Minimalcurve des 

^ 

andern Systems. 

Dieser Satz bildet die Grundlage von weiteren wichtigen Unter- 
suchungen über den Grad und die Klasse von algebraischen 
Minimalflächen und die Bestimmung solcher Flächen durch ge- 
gegebene Elemente. Wir verweisen für diese Theorie auf die Literatur^). 

Die folgenden Betrachtungen knüpfen an die W eierst rassische 
Form (12) oder (14) der Minimalfläche an. Diese Gleichungen stellen, 
indem man für F und O oder f und g? beliebige Functionen wählt, 
alle nur möglichen Minimalflächen dar; alle diese Flächen sind durch 
die Parameter (u, v) so aufeinander bezogen, dass sie in entsprechenden 
Punkten (u, v) parallele Normalen haben (Gl. 10). Die Minimalfläche 
(12) oder (14) ist immer und nur dann reell, wenn u und v complex 
conjugirte Variabein sind und wenn F und <P oder f und <p conjugirte 
Functionen sind, so dass zu jeder Function F(u) oder f{u) der com- 
plexen Variabein u eine bestimmte reelle Minimalfläche gehört*). 

Unter dieser Voraussetzung schreibt man die Gleichungen (12) 
zweckmässig^) 

x = 'Stf{\ - W-) F{u)du y = 9l//(l + u") F{u)du 

z=^l2uF(u)du, 

wo der vorgesetzte Buchstabe 9fi bedeutet, dass der reelle Theil der 
nachfolgenden complexen Grösse genommen werden soll. 

Man kann ferner zeigen, dass die Minimalfläche dann und nur 
dann algebraisch ist, wenn die Function f in (14) eine algebraische 
Function ist^). Eine algebraische Minimalfläche hat zugleich nach (8) 
und (9) algebraische Erümmungslinien und Asymptotenlinien, wenn 

Jf'\u)du und j<p"\i^dv algebraische Functionen von u imd v sind. 

1) Lie, Arch. for Math. II. p. 295 (1877); Math. Ann. Bd. 14. p. 3Mt (1878) 
u. Bd. 15. p. 465 (1879). Darboux, Le9on8. 1. Liv. 111. Chap. VI— IX. 

2) Bonnet, Comptes rendus. T. 37. p. 529 (1853). 
8) Weieratrass, 1. c. p. 619. 

4) Weieratrass, 1. c. p. 621. 
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Die Gleichungen (12) oder (14) geben die allgemeine Minimal- 
fläche in Punktcoordinaten {Xy y, z). Aus ihnen erhält man die Glei- 
chung der Fläche in Ebenencoordinaten (X, Y, Zj T) nach den Formeln 
des § 11. Nach (10) ist 

X = ^P- Y^i^""- Z=^-. (20) 

l+Ut? I+Uü 1+U!7 ^ ^ 

Um T in (n, v) zu bilden, hat man die Werthe (20) und (12) 

oder (14) in 

T=xX + yY+ 2Z 

einzutragen. Man erhält so^): 

u r 

(1 + uv) T=f(u — »«,) (1 + «1 v) F{u^) rf«, +f{v — Vi) (1 + H«i) ®(y,)d», 
oder 

T = au) + ,,'(«) - ^'~. {^f + "-?) ■ (21) 

Dieser Ausdruck ist zugleich das allgemeine Integral der partiellen 
Differentialgleichung 

die man aus der mittleren Gleichung (20) § 11 erhält für die Werthe 
(20) von X, Y, Z und die aus e = g = 0, A = 0, d'= sich er- 
gebenden Werthe E=G = 0, P'= Q'= 0. 

Durch Elimination von (w, v) aus (20) und (21) erhält man die 
Gleichung der Minimalfläche in den Ebenencoordinaten (X, Y, Z, T) 

allein. Es ist 

X + iY X-iT ,^Q. 

^=V-jr "^^ T—z- (22) 

und hiernach 

r=r(T±'J)+»'(f-4)-(x-.T)4?±'^'^-(X+,r),(fD- 

Ist die Fläche reell, sind also f und q> conjugirte Functionen, so 
kann man dieser Gleichung eine reelle Form geben. Setzt man nämlich: 

80 folgt: 

J: — 2 [/(") + «PCOI fix = 2(1^"^) 

und 68 wird 

T = 2(1 - Z) II — 2(XP + y«)- (23) 

1) WeierstraBS, 1. c. p. 623. 
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So erhält man z. B. für f{u) = m* 



Es sollen nunmehr einige specielle Minimalflächen, die toii 
Interesse sind, namhaft; gemacht werden. Setzt man in (12) 

(24) u = r€*v v = re-'V F{u) = e''u"^ 0(r) = e-*«t7-2^ 

wo r, <Pj a reelle Grossen bedeuten, so erhält man bei passender Con- 
stantenbestimmnng durch eine leichte Rechnung die Fläche: 

— X = r cos (9 + «) + f^^ cos (g? — a) 

(25) — y «= r sin (9 + a) + r~^ sin (g? — a) 

jSf = 2 log r cos a — 29 sin a . 

Setzt man a = und kehrt das Zeichen von x und y um, so 
bat man die Fläche: 

(26) a; = (r + r~^) cos q> y = (r -{- t^^) 8in<p e = 2 log r 
oder 

X 3 

V^+ y* = r + r-i = c*+ c~ *. 

Setzt man dagegen a = — und kehrt das Zeichen von y und «er 
um, so erhält man die Fläche: 

(27) X = (r — r"^) cos 9 y = (^ — ^^*) sin 9 jgr = 2fp 

oder 

;? = arctff - • 
® y 

Die Gleichungen (25) stellen eine Schraubenfläche ^), die Glei- 
chungen (26) eine Rotationsfläche (das Eatenoid)^), die Gleichungen 
(27) eine Regelfläche (die flachgängige Schraubenfläche)') dar. Diese 
Flächen sind auf einander abwickelbar, da für die Werthe (24) der 
Ausdruck (6) übergeht in 

also das Linienelement unabhängig von a oder ffir die drei Flächen 
(25), (26), (27) dasselbe wird. 

1) Scherk, Journ. für Math. ßd. 18. p. 185 (1835). 

2) u. 3) Meunier, Sav. Etr. T. X. p. 477 (1786). 



§ 12. Anwendung auf Minimalflächen. 69 

Man überzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (25), (26), (27) 
die einzigen Schraubenflächen, Rotationsflächen und Regelflächen ^) dar- 
stellen, die zugleich Miuimalflächen sind. Wir zeigen dies kurz fQr 
die Rotationsflächen. Die allgemeine Rotationsfläche hat die Gleichung 

X = Q cos ^ y. "= (> sin ^ =: P^ 

wo P eine beliebige Function von q ist. Bezeichnet man durch P' 
und P*' die erste und zweite Ableitung von P, so erhält man für die 
mittlere Krümmung h und das Erümmungsmaass k die Werthe 

Die unter den Rotationsflächen befindlichen Minimalflächeu sind daher 
bestimmt durch die Differentialgleichung (h = 0): 

(»P"+P'(1 + P'») = 0. 

Das erste Integral ist, wenn a die Integrationsconstante: 



P'= 



a 



und die zweite Integration gibt als Gleichung der Fläche: 

^ = P a log '-±1^'^ oder q = J (e" + t~ «) • 

Es sei ferner die Aufgabe: 

Diejenigen Minimalflächen zu bestimmen, für welche die sphä- 
rische Darstellung der Erümmungslinien ein gegebenes System von 
isometrischen Linien auf der Kugel ist. 

Nach (22) § 3 ist die Differentialgleichung des allgemeinsten 
Systems von isometrischen Linien auf der Kugel von der Form: 

P(u)du^ — Q{v)dv^ = 0. 

Andererseits ist die Differentialgleichung der Krümmungslinieu der 
Minimalfläche nach (8): 

Udu^ - Vdv^ = 0. 

Sind daher P und Q gegeben, so bestimmen sich U und V aus 

den Gleichungen 

U=P(u) r=Q{v). (28) 

Ein Beispiel hierzu bildet die Bestimmung der Minimal flächen, 
die zwei Schaaren von ebenen Krümmungslinien habeii^). 



1) Catalan, Journ. d. Math. T. VII. p 203 (1842). 

2) Bonnet, Comptes rendus. T. 41. p. 1068 (1866). 
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Den beiden Schaaren von ebenen Erümmungslinien entsprechen 
auf der Kugel zwei zu einander orthogonale Systeme von Eleinkreisen, 
die von zwei Ebenenbüscheln ausgeschnitten werden, deren Azen 
reciproke Polaren der Kugel sind (vgl. § 11). Durch stereographische 
Projection bilden sich die beiden Kreisschaaren in der Ebene (J, tf) ab 
als ein Kreisbüschel, das durch zwei feste Punkte geht und das zu- 
gehörige orthogonale Kreissystem. Man lege die beiden festen Punkte 
in die Punkte + a und — a auf der g-Axe. Dann ist die Gleichung 
des Kreisbüschels mit dem Parameter X 

(29) g« + i^2 — a2 = 2Ag. 

Die Coordinaten (g, iy) sind mit den Parametern (u, v) der Minimal- 
linien der Kugel verbunden durch die Gleichungen (19) § 3: 

(30) M = g + iiy V = i — iri. 
Daher folgt aus (29), wenn man nach X auflost, 

V 

und es wird die Differentialgleichung des Kreisbüschels oder des 
ersten Systems von Kleinkreisen auf der Kugel: 

du _, dv ^ 

Hieraus erhält man als Differentialgleichung des zweiten orthogonalen 
Systems von Kleinkreisen, indem man dg, drj durch — drj, di, oder 
nach (30) du,dv durch idu und — idv ersetzt: 

du dv ^ 

Das Product der beiden letzten Gleichungen ist die Differential- 
gleichung des gegebenen Systems von isometrischen Linien auf der 
Kugel. Die zugehörige Minimalfläche mit zwei Systemen von ebenen 
Ktümmungslinien ist daher nach (28) bestimmt durch die Functionen 

(31) U = Fiu) ^ -^^^l-^, F=*(.) = (-J^^. 

Von Interesse sind die Fälle a = und a = oo] beide Annahmen 
führen auf dieselbe Fläche^), wie leicht zu sehen. Für a = oo sind 
U und V gleich derselben reellen Constanten. Die Kreissysteme in 
der Ebene, die den Krümmungslinien der Minimalfläche entsprechen, 
werden nach (29) zu geraden Linien parallel den Axen 6, ly; daher 
sind g, rj die Parameter der Krümmungslinien der Minimalfläche. Die 



1) Enneper, ZeitBchrift für Math. Bd. IX. p. 108 (1864) und Gott. Nachr. 
1882. p. 40. 
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Fläche selber ist algebraisch und von der neunten Ordnung^ die 
Erümmungslinien sind ebene Curven der dritten Ordnung. Setzt man 
F{u) «= 0{v) «= 3, bildet nach (12) x, y, und führt statt u, v die 
Werthe ^^ ti aus (30) ein, so erhält man 

a: = 3g + 3gi?^-g« _y = 3iy + 3iyg2_^8 ^ = 3g2 — 3i?l (32) 

Die Elimination von rj oder § gibt als Gleichung der Ebenen, in 
welcher die Krümmungslinien g = a und rj = ß liegen: 

ic + |ä - 3g — 2g3 = y + rj0 + Sri + 2i?« = 0. 



An das Linienelement der Minimalfläche, das durch (6) be- 
stimmt ist; schliessen sich weitere Betrachtungen über die conforme 
Abbildung und die Abwicklung der Minimalflächen auf andere Flächen 
an. EKe conforme Abbildung auf die Kugel K wurde schon 8. 62 
erwähnt. Für die conforme Abbildung auf die Ebene hat man 
nur statt u und v zwei conjugirt conplexe Grössen l^^ + ^Vi ^^^ 
li — ifJi einzuführen und l^, rj^ als rechtwinklige Coordinaten eines 
Punktes der Ebene zu betrachten. 

Setzt man z. B., von der Differentialgleichung der Krümmungs- 
linien (8)' ausgehend, 

yüdu + yVdv = 2rfg, yUdti - Y'Vdv = 2idri, 
oder 

yüdu = d^, + idri, yVdv = rfgi — idti^ , (33) 

so folgt aus (6) und (7) 

ds' = yUV(l + uvy {di,' + dri,') = 2r{di,' + dri,'), (33a) 

womit eine conforme Abbildung der Minimalfläche erreicht ist, bei 
der den Krümmungsliuien die Parallelen zu den Axen g^ = «^ , 1^1 = ßi 
und den Asymptotenlinien die Parallelen zu den Halbirungslinien der 
Axenwinkel li + ^i = ^i , gi — rji = ^i entsprechen. 
Setzt man dagegen 

w = g + tri V = I — iri , (34) 

so folgt aus (6) 

ds' = (1 + g^ + n') I<XS + iv) ^(5 -- iv) (di' + <W) (34a) 

und man hat eine conforme Abbildung der Minimalfläche auf die 
Ebene, bei welcher der dem Punkt (w, v) der Minimalfläche ent- 
sprechende Punkt (g, 7}) der Ebene sich ergibt, wenn man den sphärischen 
Bildpunkt von (w, v) stereographisch auf die Ebene projicirt (vgl. § 3). 
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Hieran knüpfeu sich gewisse Abwicklungsaufgaben. Führt 
man statt der rechtwinkligen Coordinaten (1^, rf) der Ebene Polar- 
coordinaten (r^ <p) ein, indem man setzt: 

(35) M = g + /r; = re'^ ^'==6 — iri=re'~''f uv = r^ ii:v = e^^*P, 

so erhält man statt (34 a): 

(36) ds^ = (l + r^) F{rc'V) 0(re-'v) {dr^ + rVg?«). 

Für 

(37) . F{u)=^Aie^ 0{v) = Bv'% 

wo Äy B beliebige, m eine reelle Constante, wird das Product F(u) 0(v) 
von (p unabhängig und man erhält: 

(38) ds^ = ÄB (1 + r«) r^"idr^ + r^d<p^). 

Die Yergleichung dieses Ausdrucks mit (17) § 6 lehrt, dass die 
durch die Functionen (37) definirte Minimalfläche auf einer Rotations- 
fläche abwickelbar ist, die bestimmt ist durch die Gleichungen: 

— = yi±-?'- dQ VÄB (1 + r«) r'^^+i = Q. 

Dabei entsprechen den Parallelkreisen der Rotationsfläche die 
Curven uv = const. der Minimalfläche, d. h. die Curven, die bei der 
sphärischen Abbildung in Parallelkreise der Eugel übergehen und den 
Meridiancurven der Rotationsfläche die Curven u:v =^ const. der 
Minimalfläche, d. h. die Curven^ die bei der sphärischen Abbildung in 
Meridiane der Eugel übergehen. 

Es lässt sich auch zeigen, dass die durch (37) bestimmten Minimal- 
flächen die einzigen sind, die auf einer Rotationsfläche abwickelbar 
sind ^). 

Wir behandeln noch die Frage nach allen Minimalflächen, 
die sich auf einer gegebenen Minimalfläche abwickeln lassen^). 
Zu der gegebenen Fläche (12) bilde man eine zweite Fläche, indem 
man Xj y, z, u, v, F(u), 0(y) ersetzt durch iCi, ^i, ^i, Wi, ^i, ^1(^1), ^1(^1). 
Sollen beiden Flächen auf einander abwickelbar sein, so müssen sich 
Ui, Vi als Functionen von u, v so bestimmen lassen, dass ds = ds^ wird 
oder nach (6) 

(39) (1 -f uvyF(u) 0{v)dudv = (1 + u.v^yF.iu,) a>i(t;,)dw,dt;i . 

Setzt man aber 

du, = -r.— du -f- -^ dv dVi =' ^ ^ du 4- ^- dv, 
^ öu ^ dv ^ du ^ dv ' 



1) Schwarz, Journ. für Math. Bd. 80. p. 296. 

2) Bonnet, Comptes rendns. T. 37. p. 532(1868). Darboux, Le9on8. l. p.834. 
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SO gibt die GleichuDg (39) die Bedingungen ■^y^=^ä7 = 0, 

woraus folgt, dass u^ Function von u, v^ Function von v ist, oder um- 
gekehrt Vj Function von u, u^ Function von v. Wir setzen Wi = A(n), 
v^ = fi(v). Die Functionen X und pt sind dann zu bestimmen aus: 

(1 + uvyF{u) 0(y) = (1 + XfifF^iX) ^,(ji)X'(i. 

Nimmt man den Logarithmus und bildet die zweite Ableitung 
nach u und v, so folgt: 

1 X'fi jt ^dudv 4dUidt\ 



(1 + uvy — {i + ifiy ^^^^ (1 + ui,)« ~ (1 + u, vir • (^^) 

Diese Gleichung sagt aus, dass die den Linienelementen ds und 
ds^ der beiden Minimalflächen entsprechenden sphärischen Bilder dS 
und dSi einander gleich sind oder dass die sphärischen Bilder von 
zwei entsprechenden Figuren auf den beiden Minimalflächen entweder 
gleich oder symmetrisch sind. Sie müssen hier gleich sein, da wir u^ 
als Function von u, v^ als Function von v genommen haben und da 
sich durch continuirliche Aenderung der Coefticienten von X und (i 
Ui in u und v^ in v muss überführen lassen. Durch passende Orien- 
tirung oder Verlegung der zweiten Fläche kann man «i ■= ti , t\ = v 
machen. Man erhält dann aus (39) die Bedingung 

F(u) Oiv) == F,(u) ^,iv) , 

der sich nur genügen lässt, indem man 

F^ (ti) = e ' « F(ti) a>i (v) = ß— • « (v) (41 ) 

setzt, wo a eine beliebige Constante. Die so bestimmte zweite Fläche 

(Xiff^Zi) heisst eine associirte Fläche der ersten und, wenn a = -^ 

ist, ihre adjungirte Fläche. Daher der Satz: 

Die auf einer gegebenen Minimalfläche abwickelbaren Minimal- 
flächen sind die ihr associirten Flächen. 

Die constante Grösse a in (41) hat eine einfache geometrische 
Bedeutung; sie ist gleich dem Winkel d", den zwei entsprechende 
Linienelemente ds und ds^ der beiden Minimalflächen mit einander 
bilden. Dieser Winkel ist also für je zwei entsprechende Elemente 
ds und df^i derselbe. Li der That, bildet man aus (12) die Werthe 
von dXy dyy dz und mit Rücksicht auf (41) die zugehörigen Werthe von 
dxifdyifdjSij so erhält man: 

^ dxdXi+dydy,-{-dzdZi c*" + e~"* ..^ . 

cos -9- = —^-/- y ^-^ = — -^i = cos a , (41a) 

dsa8^ 2 7 \ / 

woraus -ö* = a (q. (\ d ). 



tu 
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Setzt man zur Abkürzung (vgl. (12) und (16)): 

U, = i J'(l - «*) F{u)du U, ={/(! + «*) F(u)dt 

(42) ^» =J « -f'(«)rfM 

Fl = \j\l - v^ ^{v)dv F, = - j J(l + t;'') <I>(i;)dt; 

F3=yü*(t;)rf«, 

so hat man für einen Punkt {x, y, g) der ursprünglichen Fläche (a-^O): 

(43) x = U, + V, y=U, + V, z^U^ + V^, 

für einen Punkt {x^, y^, 0q) der adjungirten Fläche la =^A: 

(44) Xo^i{U,-V,) y,^i{U,-V,) So-iiU,-V,) 

und für einen Punkt (Xa, ya^ ^a) der allgemeinen associirten Fläche: 

(45) a;a = e*" i7i + e"'«Fj yu=e''' Ui+ c"'« F^ ^a= e''^U^ + €r'''V^ 
oder 

Xa = x COS a + a^o sin a ya = y cos a + y^ sin a ea = z cos a + jß^o ^"^ ^• 

Ein Beispiel zu diesen drei auf einander abwickelbaren Minimal- 
flächen bilden die auf S. 68 erwähnte Regelfläche, Rotationsfläche und 
Schraubenfläche. 

Die Grösse a in (41) kann als ein variabeler Parameter auf- 
gefasst werden; es ist daher möglich, Theile einer Minimalfläche 
auf stetige Weise so zu verbiegen, dass sie während der Biegung 
Minimalflächen bleiben. Da die durch die Functionen (37) definirten 
Minimalflächen auf einer Rotationsfläche abwickelbar sind, so lassen 
sie sich auch auf stetige Weise in sich selbst verbiegen; ein Beispiel 
hierzu bietet die Enneper'sche Fläche (32). 



Hieran schliessen sich weitere Bemerkungen, die zur Bestim- 
mung einer Miniraalfläche durch eine auf ihr liegende Curve 
führen. Sind u und v conjugirt complexe Grössen und F und O con- 
jugirte Functionen, so sind die Flächen (43) und (44) reell. Aus (43) 
und (44) folf?t: 

(46) 2U^=x — iu-Q 2U.^==y - iyo 2U^^ s — iiifo. 
Ferner ist 

Xdx^^ + y(ly^^ + Z(/^^^ = dxdx^ + dydy^ + dzdz^^ = 0, 
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(das letztere nach (41a)), folglich; wenn q ein Proportionalitätsfactor: 
QdxQ= Ydz — Zdy gäy^ = Zdx — Xda gdz^ = Xdy — Tdx. (47) 

Der Factor q ist «= + 1, wie die directe Bildung der beiden Seiten 
von (47) aus (43), (44) and (20) leicht ergibt. Daher hat man die 
Gleichungen: 

2U, =^ X - if{Tde — Zdy) 2U^^y — iJ(Zdx - Xdz) 

2U,^ss- ifiXdy — Tdx) . (*^) 

Diese Ausdrücke dienen zur Losung der folgenden Aufgabe*): 

Eine Minimalfläche zu bestimmen, die durch eine gegebene 
Curve geht und längs derselben gegebene Normalen (oder Tangential- 
ebenen) hat. 

Es seien für jeden Punkt der Curve die Coordinaten (Xj y, 0) 
und die Richtungscosinus (X, Y, Z) der Normale der gesuchten Fläche 
als analytische Functionen*) eines reellen Parameters t gegeben, so dass 
also die Gleichungen 

X« + F» + Z* = 1 Xdx + Tdy + Zdß = (49) 

identisch befriedigt sind. Durch die Gleichungen (48) sind alsdann 
die Functionen D^, ZJ^, TJ^ für die reellen Werthe von t eindeutig be- 
stimmt bis auf additive Constanten, die nur die Lage der Fläche im 
Raum beeinflussen. Diese Functionen genügen nach (49) identisch 
den Gleichungen: 

XdU, + TdU^ + ZdU^ = dU,^ + dU^^ + dU^^ = 0. (50) 

Als analytische Functionen von t haben nun U^, U2, ü^ auch für 
alle complexen Werthe von ^, welche t als Argument von x, y, z und 
X, F, Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung. Legt man daher 
der Variabelen t auch complexe Werthe bei, so stellen die Gleichungen: 

^'=29ft(üi) 2/'=2afl(E4) /=29i(C4) (51) 

eine Minimalfläche von der verlangten Beschaffenheit dar; sie geht 
nämlich durch die gegebene Curve und hat längs derselben die ge- 
gebenen Normalen, weil die mittels der complexen Werthe von t ge- 

1) Gestellt von Björling, Archiv für Math. IV. p. 290 (1864). Gelöst von 
Bonnet, Comptes rendus. T. 40. p. 1107 (1856) und T. 42. p. 632 (1866). Die 
obige Lösung und die Gleichungen (48) gab Schwarz, Journ. für Math. Bd. 80. 
p. 291 (1875). 

2) D. h. Functionen, die nach Potenzreihen entwickelbar und auf complexe t 
ausdehnbar sind. 
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bildeten Werthe von x ^ y, / und X', Y\ Z' fflr reelle t in die ge- 
gebenen Werthe x, y, & und X, Z, Z übergehen. 

Die Bestimmung der Fläche ist eindeutig. Zugleich ergibt sich 
die Folgerung^): 

Jede gerade Linie auf einer Minimalfläche ist eine Symmetrie- 
axe der Fläche. 

Denn die zu beiden Seiten der Geraden befindlichen Flächentheile 
haben längs der Geraden dieselben Normalen. Dreht man also den 
einen Theil um die Gerade um 180^ so fallen seine Normalen mit 
denen des anderen Theils zusammen; mithin deckt sich auch der erste 
Theil mit dem zweiten. Aehnlich ergibt sich: 

Jede Ebene, welche eine Minimalfläche längs einer Curve ortho- 
gonal schneidet, ist eine Symmetrieebene der Fläche. 

Das Problem von Björling enthält folgende specielle Auf- 
gaben^): 

Eine Minimalfläche zu bestimmen von der gegeben sind ent- 
weder eine der geodätischen Linien oder eine der Asymptotenlinien 
oder eine der Erümmungslinien. 

Denn in allen drei Fällen kennt man die Normalen der Fläche 
längs der gegebenen Curve. Dieselben sind im ersten Falle die Haupt- 
normalen, im zweiten Falle die Binormalen, im dritten Falle eines der 
Normalensysteme der Curve, die eine abwickelbare Fläche bilden. 

Von hierhergehörigen Beispielen seien erwähnt: 

Die Minimalfläche, für die eine Parabel geodätische Linie ist^), 
ferner: 

Die Minimalflächen, für die eine vorgeschriebene algebraische 
Curve geodätische Linie ist mit Anwendung auf Kegelschnitte und 
ihre Evoluten, Cycloide u. s. f.*). 

Für den Fall der Ellipse z. B. erhält man eine transcendente 
Minimalfläche, auf der eine einfach unendliche Schaar von Raumcurven 
vierten Grades liegt, deren jede einen isolirten Doppelpunkt besitzt 
und deren sphärische Bilder confocale sphärische Kegelschnitte sind. 

1) Weierstrass, vgl. Schwarz, Journ. für Math. Bd. 80. p. 292. 

2) Bonnet, Comptes rendus. T. 42. p. 532 (1866). 

3) Catalan, Comptes rendus. T. 41. p. 1019 (1866). Journ. fic. Pol. Cah. 37. 
p. 160 (1868). 

4) Schwarz, Journ. für Math. Bd. 80. p. 293 (1875). Herzog, Viertel- 
jahrsschrifb v. Wolf. Zürich. XX. p. 217 (1876). Henneberg, Diss. Zürich 1875 
u. Zeitschr. v. Wolf. XXL p. 17 (1876). 
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Wir besprechen noch kurz die allgemeinere Aufgabe: 

Durch eine geschlossene (oder offene) Linie eine Minimalfläche 
zu legen; die im Imiem einfach und stetig ist; 

eine Aufgabe, die von Gergonne') gestellt und deren mannigfache 
Losungen von Plateau*) experimentell durch Lamellen von Glycerin- 
seifenwasser zur Anschauung gebracht wurden. 

Analytisch ist die Aufgabe bis jetzt nur gelöst fär den Fall, 
dass die Fläche begrenzt ist durch geradlinige Polygone^) oder auch 
durch geradlinige Strecken und durch Ebenen, welche die Fläche ortho- 
gonal schneiden^). Da jede Gerade auf einer Fläche eine Asymptoten- 
linie ist, weil die Tangentialebenen der Fläche längs der Geraden 
Schmiegungsebenen der letzteren sind und da jede ebene Curve auf 
einer Fläche, deren Ebene die Fläche orthogonal schneidet, eine 
Erümmungslinie der Fläche ist, weil längs der Curve die auf einander 
folgenden Flächennormalen sich schneiden, so kann man die letzte 
Aufgabe auch so aussprechen: 

Es ist eine Minimalfläche M zu bestimmen, die begrenzt ist 
zum Theil von ebenen Krümmuugslinien, zum Theil von geraden 
Asymptotenlinien. 

Wir deuten die Lösung dieser Aufgabe kurz an^). Die Minimal- 
fläche M sei bezogen auf die Parameter {u, v) der Minimallinien und 
vorausgesetzt in der Form (19). 

Die Fläche M werde erstens conform auf eine Ebene E^ mit den 
Axen Si,i7i abgebildet durch die Gleichungen (33), also durch: 



VFiiC) du=dl^+ idri, , (52) 

so dass also die Bilder der Erümmungslinien parallel den Axen g^, rj^ 
und die Bilder der Asymptotenlinien parallel den Halbirungslinien der 
Winkel dieser Axen sind. 

Die Fläche M werde zweitens conform abgebildet auf eine Kugel K 
vom Radius 1 um den Nullpunkt, wobei das Bild einer ebenen 
Erümmungslinie ein Grosskreis parallel der Ebene der Krümmungslinie 



1) Gergonne, Ann. d. Math. par. et appl. T. 7. p. 68 (1816). 

2) Plateau, Statique exp^r. et th^or. des liquides. Gand et Leipzig 1873. 

3) Biemann, Ges. W. p. 283 u. 417 (1867). Weierstrass, Monatsber. d. 
Berl. Acad. 1866. p. 866. 

4) Schwarz, Monatsber. d. Berl. Acad. 1865. p. 149 u. Bestimmung einer 
speciellen Minimalfläche. Berlin 1871. 

5) Eine schöne und ausführliche Behandlung dieser Aufgaben findet sich iu 
Darboux, Le9ons. 1. Liy. III. Chap. X — XIII. 
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und das Bild einer geraden Asymptoteulinie ein Grosskreis parallel 
der Norinalebene der Asymptotenlinie wird; und die Kugel K werde 
dann stereographiscli^ also conform^ auf eine Ebene E mit den Axen ^^ iq 
abgebildet durch die Gleichungen (34)^ also durch: 

(53) ti = S + i^, 

wobei den Grosskreisen auf K gewisse Kreise in E entsprechen. 

Hiernach ist das von Asymptotenlinien und Krümmungslinien be- 
grenzte Stück der Minimalfläche M conform auf zwei verschiedene 
Ebenen E^ und E abgebildet. Das Bild in der Ebene E^ ist begrenzt 
durch gerade Linien von bestimmter Lage, das Bild in der Ebene E 
durch Kreise von bestimmter Lage. . Die gesuchte Function F{u) 
hängt nach (52) und (53) von den Punkten (gj , ly^) und (S, i^) in den 
Ebenen E^ und E ab durch die Gleichung: 

(54) y^i^-%X^- 

Man hat also nur noch i,^ + iriy als Function von g + *^ =*t* 
darzustellen. Dies kommt darauf hinaus^ das Kreispolygon der Ebene 
E conform auf das geradlinige Polygon der Ebene E^ abzubilden. 
Diese Aufgabe wird am einfachsten gelöst^ indem man beide Polygone 
conform auf die obere Hälfte einer dritten Ebene Eq mit den Axen 
Sy, 71^ abbildet; also S + iiy und g^ + ii^i durch dieselbe dritte 
Variabele ^ + iri^ darstellt, was durch Betrachtungen, die der Functionen- 
theorie angehören, stets ausführbar ist. 

Wir bestimmen, als einfachstes Beispiel zu dieser Lösung der 
Aufgabe, die Minimalfläche M, die durch zwei beliebige Gerade im 
Kaum begrenzt wird. 

Die Bilder der zwei Geraden von M auf der Kugel K sind zwei 
Grosskreise, die man als Meridiane ansehen kann (die Z-Axe ist die 
Polaxe) und von denen der eine, der Nullmeridian (die XZ- Ebene) 
mit der anderen den Winkel a% bilde. Daher sind die Bilder der 
zwei Geraden in der Ebene E wieder zwei Gerade, die durch den 
Nullpunkt gehen, den Winkel a% einschliessen und von denen die erste 
in die ^-Axe fällt. Dagegen bilden sich die zwei Geraden der Fläche 
M in der Ebene E^ ab als zwei Parallele, die mit der Sj-Axe den 

Winkel — bilden. Man hat also einerseits den Sector der j&-Ebene, 

andererseits den Parallelstreifen der J?^-Ebene conform auf die Ef^-^he;nQ 
abzubilden. Das geschieht bekanntlich durch die Gleichungen 



in 



(55) l + in = {io + i%Y <•* a. + in,) = c- log (So + 1%) , 
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wie man auch leicht durch EiDführung toh Polarcoordinaten in den 
Ebenen E und E^ verificirt. Man hat also nach (54), wenn 5 + tri 
wieder durch u ersetzt wird: 

G -'*^ 



yF{n) = ^ c * M-i oder F{u) = iK- w^ (56) 

wo K eine reelle Constante. Durch Einführung dieser Function in 
(19) erhält man die gesuchte Fläche; sie ist, wie die Vergleichung 
von (56) mit (24) zeigt, identisch mit der flachgängigen Schraubenfläche, 
wie auch geometrisch vorauszusehen war. Die Constante K in (56) 
lässt sich bestimmen, wenn man den kürzesten Abstand der zwei 
Geraden auf der Minimalfläche kennt. 



III. Untersnehnng der allgemeinen Flächencnryen. 

g 13. Die allgemeine Banmourve. 

Für die Untersuchung der Flächencurven schicken wir kurz die 
Definitionen und Gleichungen voraus, die für eine allgemeine Ranm- 
curve gelten. Es seien*) (Fig. 1) 

1. -4, B, C,Dj,. auf einander folgende Punkte der Curve, j?, F, G,.. 
die Mittelpunkte der Bogenelemente AB, BC, CD, . . 

2. ABCM die Schmiegungsebene, MEK die Normalebene, 
AEK die rectificirende El)eue des Punktes E] BCDM^, 
M^FL und BEL die nämlichen Ebenen für den Punkt F. 

3. ABC die Tangente, EM die Hauptnormale (Normale in 
der Schmiegungsebene), EK die Binormale (Normale senkrecht 
zur Schmiegungsebene) des Punktes E, BC, FM^ und FL die 
nämlichen Linien für den Punkt F. 

4. M der Mittelpunkt und AM=^ BM= CM der Radius des 
Erümmungs kreis es von E, d. h. des Kreises, der durch die 
drei Punkte A, B, C geht. M^ und BM^ = CMi = DM^ die- 
selben Grössen für den Punkt F, 



1) Clairaut, Recherches sur les courbes k double courbares. 1731. 
Laueret, Mdmoire sur les courbes ä. double courbures. Sav. ötr. T. I. 1805. 
Monge-Liouville, Applications, p. 392. 407. 418 ff. u. p. 647 (Note I). 
Saint-Venant, Journ. tlc. Pol. Cah. 30 (1845), wo auch die ältere Literatur 
sasammengestellt ist 
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5. N der Mittelpunkt und NÄ = NB = NC = ND der Radius 
der osculirenden Kugel des Punktes E, d. h. der Kugel, 
die durch die vier Punkte -4, B, C, D geht. Der Mittelpunkt N 
ist der Schnittpunkt von drei consecutiven Normalebenen in 
E, F, G. 

6. MN die Krümmungsaxe (Polarlinie) des Punktes Ey d. h. die 
Schnittlinie von zwei consecutiven Normalebenen in E und F] 
die Krümmungsaxe MN ist parallel der Binormale EK] der 
Punkt N Schnittpunkt der zwei consecutiven Krümmungsaxen in 
E und F. 

7. CBC^ = AMB = EMF der Contingenzwinkel von E, d. h. 
der Winkel der zwei consecutiven Tangenten- oder Normalebenen 
von E und F. 

8. MNM^ der Torsionswinkel von E, d. h. der Winkel der zwei 
consecutiven Binormalen oder Krümmungsaxen oder Schmiegungs- 
ebenen der Punkte E und F. 

Das ümhüllimgsgebilde der Normalebenen oder der Ort der 
Krümmungsaxen ist eine abwickelbare Fläche, die Polarfläche der 
Raumcurve. Die Mittelpunkte der osculirenden Kugeln bilden die 
Rückkehrkante dieser Fläche. 

Die Bezeichungen dieser Grössen für einen Punkt {xyz) der 
Raumcurve seien folgende. 

Die Cosinus der Neigungswinkel der drei üauptrichtungen gegen 
die Coordinatenaxen seien: 

a, ßj y für die Tangente, 

{, m, n für die Hauptnormale, 

A, ft, V für die Binormale. 

Ferner sei: 

ds das Bogenelement der Curve, 

di der Contingenzwinkel, 

dx der Torsionswinkel, 

d(i der Winkel zweier consecutiver Hauptnormalen, 

r = ^ der Krümmungsradius, 

p=^ der Torsionsradius, 

li der Radius der osculirenden Kugel, 

X ^ y\ z die Coordinaten des Krümmungsmittelpunkts, 

X', r', Z' die Coordinaten des Mittelpunkts der osculirenden Kugel. 
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Die Definition des Torsionsradius q ist nur ein Analogon zu der 
des Krümmungsradius r; ein dem Krümmungskreis entsprechender 
Torsionskreis existirt nicht. 

Um diese Grossen analytisch darzustellen^)^ seien die 
Goordinaten (x, y, e) eines Punktes der Curve als Functionen eines 
Parameters gegeben. Dann hat man für das Bogenelement ds im 
Punkt {x, y, z) 

d^ = dc(^ + dy^ + d0^ dsd^s = dxd^x + dycPy + dzd^z (1) 

und als Gleichung der Schmiegungsebene, wenn X, Yj Z laufende 

Goordinaten sind^ 

\X-x dx d^x\ = 0. (2) 

Ferner hat man 

«^ + /3' + y* = 1 /A + mfi + wv = 

Z2 + m^ + n2 = 1 Aa+ /i/3+ i;y = (3) 

^*+ f*' + v' = 1 al + ßm + yn = 0, 

folglich 

' a /3 y 



j / m n 



= + 1. (4) 



Unter der Voraussetzung, dass das + -Vorzeichen gewählt werde, 
dass also die positiven Richtungen der Tangente, der Hauptnormale 
und der Binormale dieselbe Lage zu einander haben, wie die positive 
X',y- und z-Axe, hat man: 

a = mv — nfi l = ^y — vß X = ßn — ym, (5) 

nebst den t»iitsprechenden Gleichungen für ß, y\ w, n und ft, v. 
Wir berechnen zuerst die Grössen «, /, A; es ist ofiTenbar 

äx f. dy dz , 

«=-rf. ^="5^ y--Ts' (G) 

Ferner erhält man aus der Gleichung (2) der Schmiegungsebeue, 
wenn r vorläufig einen Proportionalitätsfactor vorstellt, 

A = , 3 (dyd^z — dzd^y) i^= 71-9 (dzd^x — dxd^z) 

(7) 

und aus (6) und (7) nach (5) 

l = 5^ {dsiPx - dxcPs) = r ^^^ (8) 



1) Prenet, These. Toulouse 1847 und Journ. de Math. XVII. p. 437 (1852). 
J. A. Serret, Journ. de Math. XVI. p. 193 (1861). 

Stahl Q. Kommuroll, (irundformeln d. allgem. Flilchenthcorie. 



(10) 
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nebst den entsprechenden Werthen für w, n. Der Factor r bestimmt 
sich wegen P + w«* + w^ = 1 nach (8) aus 

(9) r"« = ' d.« 

Wir drücken zweitens da,dlydX aus darch a, 2, A; nach (8) ist 

da l dß m dy n 

ds r ds r äs r 

Femer hat man nach (3) XdX -\- [idii -^ vdv = und nach (3) 
und (10) adA + /3df* + ydv = 0; daher mit Rücksicht auf (5) 

dXid^idv = l:m:n 

oder^ wenn q vorläufig einen Proportional itatsfactor Yorstellt, 

,^^x dl l du m dv n 

^ ^ ds (f ds Q ds Q 

Endlich folgt aus der mittleren Gleichung (5), wenn man das 
Differential bildet und (10) und (11) benutzt^ 

^ = 7 (w/i — mv) + ^ (my — nß) 
oder nach (5) 

Der Factor q ist nach (11) bestimmt durch die Gleichung 

(13) ^= ^ -• 

Man überzeugt sich schliesslich leicht, dass die vorläufig als 
Proportionalitätsfactoren eingeführten Grossen r und q nichts anderes 
sind als der Krümmungsradius und der Torsionsradius. Hierzu 
bestimmen wir die Werthe von dt und dr. 

Für den Winkel v zweier Geraden, deren Winkel mit den Axen 
(a, 6, c) und (a, V, d) sind, hat man bekanntlich 

cos t? = cos a cos a + cos b cos V + cos c cos c. 
Hieraus folgt 

4 sin* 2 = (cos a — cos a)* + (cos 6' — cos by + (cos c — cos c)*. 

Setzt man nun a = a + da, also cos a' — cosa = dcosa und 
4 sin* — = dv^, so erhält man für den Winkel dv zweier Linien, deren 
Richtung unendlich wenig verschieden ist, 

dv» = da* + db* + de*. 



§ 13. Die allgemeine llaumcurve. 83 

Dies angewandt auf die Tangente und die Binormale gibt 

dt^ = da* + t7/3« + dy^ dx^ = ä)} + d\s?^ + dv^. (14) 

Die Vergleichung mit (9) und (13) lehrt, dass in der That r mit 
dem Krümmungsradius, p mit dem Torsionsradius identisch ist. Aus 
(12) folgt noch 

dfi^ « dZ« + dm» + dn« = di^ + dx\ (15) 

Für die Coordinaten {x\yyZ) des Krümmungsmittelpunktes endlich 

hat man 

x = X'\'rl y = y-^rm d '=' z -{- rn. (16) 

Die Gleichungen (6), (10), (11), (12) geben die Sätze: 

Die höheren Differentiale der Coordinaten x, y, eines Curven- 
punktes lassen sich durch die neun Cosinus (a, ß, y), (i, m, n), (A, [i, v) 
darstellen in Verbindung mit den zwei Grossen r und q und deren 
Differentialen. 

Sind (of, ß, y) als Functionen der Bogenlänge s gegeben, so kann 
man die Werthe r und l, m, n aus (9) und (10) und die Werthe q 
und X, iiy V aus (13) und (12) ableiten. 

Es lässt sich ferner der Satz beweisen: 

Eine Raumcurve ist (abgesehen von ihrer Lage im Raum) ein- 
deutig bestimmt, wenn der Krümmungsradius r und der Torsions- 
radius Q als Function der Bogenlänge s gegeben sind. 

Es bleibt noch der Radius R und der Mittelpunkt (X', Y',Z') 
der osculirenden Kugel im Punkt {x,y,z) zu bestimmen.* Der 
Mittelpunkt ist als Schnittpunkt von drei consecutiven Normalebenen 
bestimmt durch die Gleichungen 

(X--x)a + {r-y)ß +{Z'-e)Y== 

(X'- x) l + (r- y)m + (Z'— z)n= r (17) 

(X'- a;) X + (F- y) ^ + (Z- z) v = - g -J^ , 

von denen die beiden letzten unter Anwendung von (10) bis (12) durch 
ein- und zweimaliges Differentiiren der ersten Gleichung gebildet sind. 
Durch Auflösen erhält man 

X'—x^rl—Q-^k Y'—y=rm-Q^(i Z'—z=rn—Q^v (18) 

und durch Quadriren und Addiren 

iJ^ = r» + P* {^y- (19) 
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Die Gleichungen (18) stellen bei variabelem Parameter die Rück- 
kehrkante C der abwickelbaren Polarfläche der ursprünglichen Curve C 
dar. Es hat keine Schwierigkeit, für die Curve C die den Grossen 
(a, /3, y\ (i, m, w), (A, ft, v), r, (>, R entsprechenden Werthe aufzustellen 
und durch Yergleichuug eine Reihe von Sätzen über den Zusammen- 
hang der Curven C und C abzuleiten, wie z. B. die Sätze: 

Die Hauptnormalen der Curven C und ff in entsprechenden 
Punkten sind parallel. 

Die Binormale einer jeden der beiden Curven C und C ist 
parallel der Tangente der anderen. 

Bezüglich der Evoluten einer Raumcurve') verweisen wir auf 
anderweitige Darstellungen. 
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Für die Untersuchung der allgemeinen Flächencurve sind die in 
den Gleichungen des § 13 auftretenden Radien r, p, JR und die Winkel 
(a, ß, y\ (ly w, n\ (A, ^, v) in den Parametern «, v und ihren DifiFeren- 
tialen darzustellen. Bezeichnet man noch mit U den Winkel zwischen 
der Flächennormale und der Hauptnormale der Curve, so zeigt sich 
zunächst, dass die Radien r, (>, R und der Winkel U sich sehr 
einfach durch die vier Grössen ds^y L, M, iS' ausdrücken lassen, 
die, gleich Null gesetzt, die wichtigsten besonderen Flächencui ven dar- 
stellen*). Wir bezeichnen nämlich mit: 

ds^ = die Differentialgleichung der Minimallinien, 
L = die Diflferentialgleichung der Asjmptotenlinien, 
M=0 die Differentialgleichung der Krümmungslinien, 
^ = die Differentialgleichung der geodätischen Linien. 

Nach § 4 und § 5 ist: 

L = ad^x + hd^y + ^'d'is 
(1) M=\a da dx\ 

N = \a dx d'x I . 

Die beiden letaten Formen lassen sich unmittelbar durch die Para- 

1) Zueist untersucht in Mouge-Liouville, Applications, p. 396. 

2) Die Form und die Beweise, die wir den folgenden Gleichungen geben, 
ermöglichen auch die Ausdehnung auf die Nicht-Kuklidische Geometrie und auf 
Uilume von höheren Dimensionen, die bis jetzt nur für einen Theil der Krüm- 
moDgstheorie durchgeführt ist. 



ß 14. Die allgemeine Flächencurve. Bestimmung der Badien. 85 

meter w, v und deren Differentiale ausdrücken, indem man sie multi- 
plicirt mit dem Ausdruck (24) § 1: 



Man erhält so: 



_^ i dx dx 

I CU 00 



(2) 



ds^ = edu* + 2fdudv -\- gdv^ 
L = ddu^ + 2d'dudv + €l"dv* 



d 



^^ d 



edu + fdv ddu + d'dv 
fdu + gdv d'du + d''dv 

edu + fdv .mdxi^ + 'ifndudv + m"dt;^ + ^^^^ + f^'^ 
fdu + flrrft; ndu^ + 2ndudv + n'dv^ + /"d^w + fl'^«^ 



(3) 



(4) 



Setzt man znr Abkürzung 

N^ = pdu^ + 2/dMdt; +,p"dv^ + ti*« 
JVg = qdti* + 22'dMdt; + 2"<i«* + d'v, 

80 nimmt ^ die Form an 

N = d(N^dti - N^dv) (5) 

und das zweite Differential von x wird nach (9) § 2 

cfx = La + J\r.|^ + iyr,|f. (6) 

Quadrirt man die mittlere Gleichung (1) und benutzt die Werthe 
(16) und (17) § 2, so folgt: 

3P = kLds' — L' - kds\ (7) 

Multiplicirt man die Determinante \da dx (Px\ mit (2), so er- 
hält man 

da dx iPx\ = LM. (8) 

Endlich ist nach (1) wegen (4) § 2 
MN =\a da dx\'\a dx cPx \ = — ds {Ld^s + ds^dad^x), (9) 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Bestimmung der 

Radien r, q, B und des Winkels H. Nach (7) und (8) § 13 ist 

(vgl. Fig. 2): 

cosH = al + bm + cn = ^^^ ^,ad?x 

(iO) 
sin H = al -^ hfl + cv = ,3 \ a dx <Px ' • 
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Daher 

, . ^ V cos H L sin // ^ i\ 

Hieraus folgt für den Winkel H und für den Krümmungs- 
radius r der Curve: 

N 1 IP + L*d8* 



(12) tg H 



Lds r* ds 



6 



Differentiirt man die zweite Gleichung (10) und benutzt die Formeln 
(11) § 13, 80 erhält man 

cos HdH=^adk -{-^kda = — cos H -j- ^-^ | da dx ^x \ • 

Hieraus folgt mit Bücksicht auf (8) und (11) für den Torsions- 
radius q die Formel^): 

Der Ausdruck für dJSj der aus (12) zu bilden ist, enthält ausser 
den ersten und zweiten auch noch die dritten Differentiale von u und v. 

Um endlich den Osculationsradius 22 darzustellen, hat man 
nach (19) § 13 dr zu bilden. Differentiirt man die erste Gleichung 
(11), so erhält man zur Bestimmung von dr: 

^^^^ r* d8 r d8 ~ ds UtiV ~ ds^ ~ds*"' 

Diese Gleichung lässt sich noch umformen^. Nach (11) und (13) 
ist wegen (9): 

2sinH n _ iUI\ 2^/ A^ __ 2Ld'8 , 2 2dad*x 

r \q ds/ ds^ ds* ' ds^ 

Addirt man dies zu (14), so folgt 

_ cosif dr , sinif /2^ _ ._, dll \ 
,^ -N r^ ds* r \(f ds / 

= ir? + - d^^- = ~ds' K^dad^x ^2idxd^a) • 

Dieser Ausdruck, der mit P bezeichnet sei, wird in w und v und 
deren Differentialen dargestellt, von d^u und d^v ganz frei. Eine ein- 
fache Rechnung gibt für Pds^ den Ausdruck: 

Qg\ Pds' =Sdad^x -— Sdxd^a 

_ = P.^du^ + SI\,du'dv + 3P,^dudv^ + P^^dv^, 

1) Minding, Journal für Math. VI. p. 169 (1830). 

2) Bonnet, Journ. £c. Pol. Cah. 32. p. 14 (1848), wo die Gleichung zuerst 
für Krümmungslinien als Parametercurvcn angegeben ist. Darboux, Le9ons. II. 
p. 357 u. 386 in anderer Form. 

3) Laguerre, Bull. d. 1. bog. philomaiique. T. VlI. p. 49 (1870). Darboux, 
Le^ons. II. p. 395. 
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wo 

P«, = l'l - 2{pd + qd') P,, = ^ - 2(pd'+ q'd") 

Ai = l^ - 2ip'd + qd') P«, = ^ - 2(p"d'-{- q'd") . ^^^ 

Wendet man die Gleichung (15) auf einen Normalschnitt der 
Fläche an, setzt also S^= 0, so reducirt sich die linke Seite von (15) 

Die DifiFerentialgleichung dritten Grades P = (16) definirt die- 
jenigen Curven auf der Fläche, fttr die in jedem Punkt der berührende 
Normalschnitt von seinem Erümmungskreis vierpunktig berührt wird^). 

Hieran schliessen sich noch einige weitere Darstellungen^). Nach 
(17) und nach (6) § 7 lassen sich die partiellen Ableitungen von 
d, et', et" nach u, v ausdrücken durch e,f,g] djd'jd" und die vier 
Grössen Pg^, Pg^, P^^, P^^, Dies führt zu einer einfachen Darstellung 
der Ableitungen von h und h nach u und t;. Differentiirt man nämlich 
die Gleichung d^Ä = dd"— d'^ (17) § 2 nach m, so erhält man: 

^ ä — h 2*A; ^— = d -5 \- d 2d -5— 

du ' du cu * du du 

oder nach (7a) § 1 und (6) § 7 und (17): 

^ d^ 2(p + ff') (dd"- d'^) - 2d' (P„ + dp'+ dp + d'q+ d-'q) 

+ d" (Pso + 2dp + 2d'q) + d (P„ + 2«!'/+ 2d"q) 
oder 

ö*'^=d"P^-2d'P,,+dP,,) S'f^ = dP^-2d'P,,+d"P,,. (18) 

In ähnlicher Weise findet man: 

d»|^=i,P,o-2/-p„ + eP,, d*f^ = eP,,-2fP,,+gP,,. (19) 

Die Gleichungen (18) und (19) lassen sich benutzen, um die qua- 
dratische Covariante der cubischen Form (16), nämlich: 

Pfi^äu + P^^dv P^idu + P^^dv 
P^idti + Pu^v P^^du + Po^dv 

allein durch den Krümmungsradius Tq des zur Richtung duidv ge- 
hörigen Normalschnittes und die Hauptkrümmungsradien r^ und r^ 
darzustellen. 



j^ 
T' 



m 



1) De la Gonrnerie, Journ. d. Math. T. XX. p. 146 (1866), wo diese 
Differentialgleichung znerst für die Form z =» f{x^ y) der Flüche aufgestellt ist. 
Vgl. Laguerre, 1. c. u. Knoblauch, Journ. fttr Math. Bd. 103. p. 32 ff. Dar- 
boux, Le9on8. IE. p. 396. 

2) Knoblauch, 1. c. 
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Wir geben zum Schluss noch die bei Anwendungen häufig be- 
nutzten Werthe von ds^, L, Jf, N oder von H^ r, q für die Parameter- 
curven an. Versieht man die zu den Curven t; = con8t. und w«=con8t. 
gehörigen Elemente bezüglich mit dem unteren Index u und v, so ist: 

(21j 

dSp^ = gdv^ Lr> = d' dv^, 

. SMu - (r(f'- fd)du^ äNu = {en - fm) du^ = ä^qdu^ 

^ ^ <y If, = (fd '— gd')dv^ dN, = (fn— gm') dv'' = — dV^v», 

folglich : 

sin// xV„ Äfj sinH, N„ aW' 

Sind die Parametercurven orthogonal, also /*=0, so hat man: 
(23a) '—^^ U^ ±^1^ + J^m.. 



Sind die Parametercurven insbesondere Erümmungslinien^ also 

/*=el'=0, so hat man ausser (23a) noch: 

C08 IT, 1 coa H„ 1 

(24) — -"= -'- = i-, 

^u 'l 'r ^a 



(25) 

und 
(26) 
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Aus (23 a) beweist man leicht den Satz: 

Sind zwei Systeme von Curven constanter geodätischer Krüm- 
mung zugleich orthogonal, so bilden sie ein isometrisches System, 
und andere ähnliche Sätze. 

§ 15. Sätze über Fläohencurven. 

Aus den in § 14 entwickelten Formeln ergibt sich eine Reihe von 
allgemeinen Sätzen über Fläohencurven^). Wir bedienen uns 
der üblichen Bezeichnung^) und nennen: 



1) Vgl. Darboux^ Le9on8. Bd. II. Liv. V. Cbap. III. 

2) Die Erklänmg der Bezeichnung „geodätische Torsion" folgt weiter unten, 
der BezeichnuDg „geodätiuche Krümmung*^ in § 16. 
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die normale Erümmung, 

die tangentiale oder geodätische Krümmung^ (1) 

die (absolute) Torsion, 

die geodätische Torsion. 

Für eine Curve, deren Schmiegungsebene die Fläche stets unter 
demselben Winkel schneidet, ist H = const., für eine ebene 
Flächencurve ist (> = oo, für eine sphärische i2 = const. zu setzen. 
Ferner gilt Folgendes: 

1. Ist die Flächencurve eine Asymptotenlinie und be- 
zeichnet man für dieselbe r, Qj q mit r«, Qay 9a y so ist L = 0, H ^= 90® 
also, wenn N^O: 

1 ^2L J- = ^ = _ Ä J_ = L . l^ (2\ 

Die letzte Gleichung ergibt sich so: da L = 0, folgt aus (7) § 14: 

M^ =s — hds^y also: 

j_^Jtf^^_,^ i_ 

Die Gleichungen (2) geben die Sätze: 

Für eine Asymptotenlinie ist die absolute Krümmung gleich der 
geodätischen Krümmung; beide sind bestimmt durch die erste Glei- 
chung (2). 

Für eine Asymptotenlinie ist die absolute Torsion gleich der 
geodätischen Torsion; das Quadrat derselben ist gleich dem negativen 
Krümmungsmaass der Fläche, also: 

Auf einer Fläche von constantem Krümmungsmaass haben die 
Asymptotenlinien allenthalben dieselbe constante Torsion. 

Für eine die Asymptotenlinie berührende Curve ist ebenfalls L = 0, 
also: 

Entweder E ^ 90® und r = oo, wie z. B. für alle ebenen 

Schnitte, welche die Asymptotenlinien berühren, ohne in die Tangenten- 
ebene zu fallen. 

Man kann daher die Asymptotenlinien auch ansehen als die Curven, 



1) Enneper, Nachr. d. K. G. d. W. zu Göttmgen 1870. p. 499. 
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für welche jede sie berührende (aber von der Schnittcurve der Tan- 
gentenebene verschiedene) ebene Schnittcurve im Berührungspunkt 
eine Wendetangente hat. 

Oder es ist H >= 90^ und r endlich. Im letzteren Falle haben M 
und P (16) § 14, da sie nur die ersten Differentiale du und dv ent- 
halten, für die Asymptotenlinie und die sie berührende Curve dieselben 
Werthe. Nun ist für beide Curven H= 90®, aber dHids verschwindet 
nur für die Asymptotenlinie, daher folgt nach (1) und nach (15) § 14: 

1 (IH 1 1 /l __ Q ^^\ 2 

r \o 



(3) 



Q ds Q^ r \q ds / r^p^ 

Die Elimination von dHids liefert die Relation: 

18 2r 



9 Qa 'a^a 

Für die Schnittcurve der Tangentialebene mit der Fläche ist z. B. 
(> = cx), also: 2r = Sr« ^). 

2. Ist die Flächencurve eine geodätische Linie, so ist 

N=0, H=0, also, wenn L ^ 0: 

1 L 1 1 M 



(4) 



r ds* Q 9 da^ 



D. h.: Für eine geodätische Linie ist die absolute Krümmung gleich 
der normalen Krümmung; beide sind bestimmt durch die erste Glei- 
chung (4). 

Ferner ist die geodätische Torsion einer beliebigen Curve gleich 
der absoluten Torsion der sie berührenden geodätischen Linie; dies 
war der Anlass zu der Bezeichnung „geodätische Torsion" für 1 :^ in (1). 

3. Ist die Flächencurve eine Krümmungslinie, soistilf<=0, 

also 1:^ = 0, d. h. die geodätische Torsion einer Krümmungs- 
linie ist = 

und dH= ds:Q=^dx y d. h. der Torsionswinkel einer Krümmungs- 
linie ist gleich dem Differential des Winkels H zwischen der Flächen- 
normale und der Hauptnormale der Curve*). • 

Weiter ergibt sich der Satz von Joachimsthal; zunächst seine 
Verallgemeinerung*): 

Wenn die Schnittcurve zweier Flächen F^ und F^ für jede von 
ihnen eine Krümmungslinie ist, so ist längs derselben der Winkel 
beider Flächen constant. 

1) Beltrami, Nonv. Ann. de Math. 2. sdr. t. IV. p. 2ö8 (1866). 

2) Lancret, Mäm. sur les lignes a double courbure. 1806. 

3) Bonn et, Joum. fic. Pol. Cah. 35. p. 119 (1863). 
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Es ist nämlich, da Mi = M^ == 0: 

^ — 1 = ^2 _ A = 

d8 <> ds ' Q 

und da der Werth 1:q, d. h. die Torsion der Schnittcurve für beide 
Flachen derselbe ist, so folgt: H^ — ^2 '^ const. (q. e. d.). 

Umgekehrt, wenn zwei Flächen jF\ und F^ sich unter constantem 
Winkel schneiden, so ist die Schnittcurve, wenn sie Krümmungslinie 
der einen Fläche ist, auch KrQmmungslinie der anderen. 

Denn aus dH^ = dH^ folgt M^=^ M^, d. h. wenn M^ = 0, so 
ist auch M^ = 0. 

Speciell erhält man für ebene und sphärische Erümmungslinien 
die Sätze ^): 

Wenn eine Erümmungslinie eben oder sphärisch ist, so schneidet 
ihre Ebene oder Kugel die Fläche unter constantem Winkel; und 
umgekehrt: 

Wenn eine Ebene oder Kugel eine Fläche unter constantem 
Winkel schneidet, so ist die Schnittcurve eine Krümmungslinie der 
Fläche; ferner: 

Das sphärische Bild einer ebenen Krümmungslinie ist ein Klein- 
kreis, dessen Ebene parallel ist der Ebene der Krümmungslinie. 

Endlich ergeben sich die Sätze über die Krümmungsradien. Be- 
trachtet man eine beliebige Curve und den sie im Punkt (w, v) be- 
rührenden Normalschnitt, dessen normale Krümmung mit 1 : r^ be- 
zeichnet sei, so hat man, da für beide Gurven L und ds gleich sind 
und für den Normalschnitt £r=0 ist: 



^0 



cos H ,- V 

—T-' (5) 



Dies ist der Satz von Meunier'): Der Krümmungsradius einer 
beliebigen Curve ist gleich der Projection des Krümmungsradius des 
zugehörigen Normalschnitts auf die Schmiegungsebene der Curve. 

Die normale Krümniung einer Curve im Punkt («i, v) ist nach (1): 

J_ _ ddu '+ uVdudv -f iV'dv'* . . 

fo V(hi^2fdudü + gdv^ ' ^ ^^ 

Die Richtungen du : dv, für die r^ ein Maximum oder Minimum 
wird^), bestimmen sich hiemach aus: 

1) Joachimsthal, Jonrn. für Math. Bd. 30. p. 347 (1846). 

2) Meunier, Möm. des Sav. ^trangers. T. X. p. 477 (1785). 

3) Dupin, üöveloppements. p. 106. 
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r^{€ldu + ttdv) — {cdu -f /rfv) = 
^'^^ r^iitdu + ir'dv)— {fdu + gdv) = 0. 

Diese Gleichungen sind identisch mit (9) § 5. Die Elimination von r^ 
fahrt auf die Differentialgleichung der Krümmungslinien, die 
von duidv auf die Gleichung der Hauptkrümmungsradien. 
Hiernach sind die ErQmmungslinien auch die Curven auf der Fläche^ 
für welche die normale Krümmung zum Maximum oder Minimum wird. 
Aus (6) ergibt sich ferner der Euler'sche Ausdruck für den 
Krümmungsradius r^ eines beliebigen Normalschnittes durch die Haupt- 
krümmungsradien r^ und r^. Führt man als Parametercurven die 
Krümmungslinien ein, so dass /*= 0, d'= und bezeichnet durch ds^ 
und dS2 die Elemente der Krümmungslinien, durch ds das Element 
des Normalschnittes und durch 0^ den Winkel zwischen dem Normal- 
schnitt und der Curve v = const. oder zwischen ds und ds^^ so ist 

dSi = Y^du == ds cos ©1 ds^ = Yg dv = ds sin 0^ . 

Daher nach (6) 

1^ ^ dilti' + dyr^ _ d /'^«i\- , ^ l^L^Ä^ 

oder nach (5) § 9 

/g\ J_ ^^ COB» 6)^ sin* (9i IV 



'1 '2 



4. Ist die Flächencurve gleichzeitig Krümmungslinie und 
geodätische Linie, 8oistilf=0, N=0, 11=0, L^O; folglich: 

Q = <x> j d. h. die Curve ist eben und Hegt in einer Normal- 
ebene der Fläche. 

Ist die Curve gleichzeitig Asymptotenlinie und geodätische 
Linie, so ist L = 0, N=0, also: 

r = cx), d. h. die Fläche ist eine Regelfläche und die Curve 
eine der geradlinigen Erzeugenden. 

Ist die Curve gleichzeitig Krümmungslinie und Asymptoten- 
linie, so ist L = 0j If = 0, H = 90", q = q = <x> und 

r^r^ = cx), d. h. die Fläche ist eine abwickelbare Fläche und 
die Curve eine der Mantellinien. 

Dasselbe gilt, wenn die Curve gleichzeitig Asymptotenlinie, 
Krümmungslinie und geodätische Linie ist. 

1) Kuler, Abh. d. Berl. Acad. 1760. 
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8 16. Bereohnnng der WinkeL Anwendungen. 

In § 14 sind für eine Flächencurve der Winkel H und die Ka- 
ien r, Q^ R durch die Parameter u, v dargestellt; es sollen jetzt ebenso 
ie Cosinus (a, ßj y), {l, m, n), (A, f*, v) durch u, v ausgedrückt werden. 

unächst ist: 

dx dx du y^ dx dv ,^v 

ds du ds"^ dv ds ^ ^ 

Es lassen sich aber gleichzeitig die drei Cosinus a, l, k dar- 
teilen durch a, «i, «2 in Verbindung mit cd, H und zwei Hilfs- 
inkeln &^, ®^ und es sind alsdann nur noch ®if&2 durch u^v aus- 
zudrücken. Dabei bezeichnen: 

©1 und ®2 die Winkel, die bez. die Curven v = const. und 
u <=> const. mit der Flächencurve bilden, derart gemessen, dass: 

6>^ + 0^ = c}. (2) 

Wählt man in den Gleichungen (4) § 13 und (20) § 1, also in 



(3) 



^e früher beidemal das obere Zeichen, so ist der positive Sinn der 
sechs Richtungen in gewisser Weise festgelegt, so wie es Figur 2 an- 
^bt. Man erhält nun entweder auf analytischem Wege oder nach 
l3ekannten Sätzen der sphärischen Trigonometrie, wenn man zur Ab- 

iürzung: aa -^^ ßh -{- yc ^=Saa u. s. w. setzt, die Gleichungen: 

Sag =0 ^'öj = co&H Ska -» sinH 

^a «1 = cos 0j ^'«1 = — sin JE? sin 0j ^k a^ = cos H sin ©j (4) 

^««2 = cos ®2 Slcc^= sinlf sin 0^ Ska^ = — cos JS^sin 02- 

Löst man diese Gleichungen nach (a, /3, y), {l, w, n), (A, ft, v) auf, 
so folgen mit Rücksicht auf (2) und auf (21) § 1 für a, /, k die Werthe: 

« sin (D = «1 sin 0g + a^ sin ©^ 

l sin 69 = a cos if sin cj — a^ sin H cos S^ "1" "2 ^^^ -^ ^^^ ®i (^0 

k sm(o = a sin ^ sin o -f- a^ cos H cos ©2 — «2 cos if cos ©^ . 

Mit a,l,k sind nach (10), (11) und (12) § 13 auch die Differen- 
tiale da, dl, dk durch t«, v dargestellt. Es sind noch die Winkel @^, S.^ 
auszudrücken; aus (1) und aus (22) § 1 folgt: 
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^ "^II edu + fdv ^ 9dv .x 

cos e, = Va a, = -— ^--— sin ®^ = -—- ■ . ^) 

r^ ^^n fdu+gdv ^ ddu 
COS ^o = >'aaa = '-=^- sin 0. = : • 

Von Wichtigkeit sind auch die Differentiale d&i und rfög. DifFerentiirt 
man die erste Gleichung (6), so folgt: 

— sin ®^d®i =Sccdai -{-^a^da. 

Nach (10) § 13, nach (4) und nach (1) § 15 ist: 

^^ , ds "^ -. sin B. sin R ds N . ^ 

2^a^da = —2ii^xl ^ = — j^, sm^i, 

ferner nach (11) § 2 und nach (6): 

^1 «d«! = — ^ JLTl-i (/"cos 6^1 — yc^ cos 0jj) = (/yrf« + ([dv) sin 0^ . 
Daher wird 



(7) d®, f («rf« + qdv) + ^. 



und ebenso 

Durch Addition dieser beiden Wertlie folgt wieder die Gleichung 

(13) § 1. 

Nach (5) § 14 erhält man aus (7): 

a©i ^ _ «Jg , * J^ a^t ^ ^q 8N, 

^^v du c ' ds* €v e ds* 

a^, ^ _ (?i/ __ ÖN^ i9^ ^ _ <V;/; ai^ 

c/tt ^ J«* dv ff ds* ' 

Gleichungen, die später benutzt werden. 



Wir geben ein paar Anwendungen der entwickelten Formeln. 

Zuerst sei eine zweite Definition der geodätischen Krüm- 
mung*) einer Flächencurve erwähnt. (Gl. 1. § 15.) Bezeichnet man 
den Winkel ds, den die beiden in den Endpunkten des Linienelements 
ds die Curve berührenden geodätischen Linien auf der Fläche mit 
einander bilden, als den geodätischen Contingenzwinkel der 
Curve, so gilt der Satz: 



1) Gauss, Disq. gen. Art. 12. 

2) Bonnet, Joum. tlc, Pol. Gab. 32. p. 42. 61. (a) (1848). Monge-Lion- 
yille, Applications. Kote II. p. 574. 



§ 16. Berechnung der Winkel. Anwendungen. 95 

Die geodätische ErüiAmung einer Flächencurve ist gleich dem 
geodätischen Contingenzwinkel ds^ dividirt durch das Linienelement ds. 

Dies& Eigenschaft gab den Anlass zu den Bezeichnungen ;,geo- 
dätische Krümmung'' und ^geodätischer ContingenzwinkeP^ 

In der That: 0^ ist der Winkel, den die Curve v = const. im 
Punkt (m, v) mit dem Linienelement ds der Flächencurve bildet, 
©1 + ^®i ^^^ entsprechende Winkel für das nächste Linienelement. 
Bezeichnet daher 0^ + d&^ den entsprechenden Winkel für die die 
Flächencurve berührende geodätische Linie, so folgt aus (7), da für 
eine geodätische Linie ^=0 ist: 

d®;= - - {qdu + q'dv). 

Subtrahirt man dies von (7), so erhält man für den geodätischen 
Contingenzwinkel da: 

da = d®, — d®;= -jp oder '-^ = ^ (q. e. d.). (9) 

Eine zweite Anwendung bezieht sich auf die geodätischen 
Linien einer Fläche. Die Differentialgleichung derselben N^^^O ist 
von der zweiten Ordnung, %lsst sich aber, wie Gauss ^) gezeigt hat, 
in folgender Weise zerlegen. Für ^=0 erhält man aus (7) und (6): 

rf®! = — - {qdu + q dv) cos @^ = —y-^-l^ 

dsVe ^jQ^ 

rfö, = - -^ (p'du + p'^dv) cos e, = fA^+l^ . 

9 dsyg 

Das obere wie das untere Paar dieser Gleichungen ist äquivalent 
mit der Differentialgleichung der geodätischen Linien ^ = 0. Ver- 
einigt man wieder die Gleichungen je eines Paares, so erhält man statt 
JV=0 die eine oder die andere der beiden Gleichungen*): 

\ ds / du ^ du ^ du ,^ ^. 

2ds-d(f^^!^±^^^du' + 2^4dudv+^^di^. 

\ ds / ov * dv * dv 

Aus den Gleichungen (10) beweist man den Satz*): 

Für Flächen, deren Linienelement die Form hat (Liouville^sche 

Form): 
ds^ = {U+ V) (du^ + dv^), (12) 



1) Gauss, Disq. gen. Art. 18. 

2) Darbouz, Le9ons. II. p. 405. 

3) Monge-Liouyille, Applications. Note III. p. 679. 
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wo ü nur von u, V nur von v abhängt, ergibt sich die Gleichung 
und ebenso die Bogenlänge der geodätischen Linie durch blosse 
Quadratur. 

Wählt man nämlich für u, v isometrische Coordinaten, so wird 

Daher folgt aus (10): 

(14) ds coa 0^ = yj du dssm&^ = yk dv cos 0^^^= sin 0, dt« 

und 

(15) 2kd&. = 1^ du — ~ dv , 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit sin @^ cos 0^ und be- 
nutzt (14), so wird 

(16) Ad (sin^ ©J = cos^ 0, ^^ dv — sin^ @^ |^ du . 



t ir' 



Ist nun, wie in (12) A = [7+ F, so folgt aus (16), wenn [/', > 
die Ableitungen von U^ V nach u, v: 

üd{Bm^0j) + irsm^0idu= Vdfcos^Q^) + Tcos^^idt; 

oder durch Integration: 

(17) f/sin^®! - Fcos^^^i = a, 

wo a eine erste willkürliche Constante. Hiernach ist 

(18) cos^ ®i = ^ ^ t' ''^"' ^1 = u+V 
oder nach (14) 

tQ0i= T- =1/ TT 

® ^ du V U — a 

Daher gibt eine zweite Quadratur die Differentialgleichung der 
geodätischen Linien für Flächen vom Charakter (12) in der Form: 

WO 6 die zweite willkürliche Constante ist. Die Bogenlänge der geo- 
dätischen Linien aber ist nach (14) und (18) durch 

(20) ds = yk {cos 0^du + s'iü&^dv)=^yu—adn + yv+ädv, 

also ebenfalls durch Quadratur bestimmt. 

Diese lutegrationsmethode findet u. a. Anwendung bei den Flächen 
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zweiter Ordnung und bei den Rotationsflächen. Auf den letzteren hat 
man für das Linienelement (vgl. (1 7) § 6) 

ds^ = (1 + P'*) dQ^ + Q^dv^ = U(du^ + dv^) , (21) 

wenn man 

U=Q^ und du=Yr+T~^^ 

setzt. Daher ist hier V = und das erste Integral der DiflFerential- 

gleichung der geodätischen Linie gibt nach (17) die Gleichung von 

Clairaut^): . _ . ,^^. 

^ Q Sin ©1 = const. (22) 

D. h.: Für alle Punkte einer geodätischen Linie der Rotationsfläche 
ist das Product aus dem Radiusvector q in den Sinus des Azimuts 0^ 
constant. 

Eine dritte Anwendung führt zu den Gauss'schen Sätzen über 
die Totalkrümmung eines Flächenstücks ^). Bezeichnet man 
die sphärische Abbildung des Oberflächenelements do mit dO, so hat 
man nach (11) § 1: do=^ädudv] dO = ^dudv, folglich nach (5) §11: 

^=.f=Ä = -L. (23) 

äo ö i\ r, ^ ^ 

Die sphärische Abbildung eines endlichen Flächenstückes o 
lieisst nach Gauss die Totalkrümmung desselben; nach (23) und nach 
(11) § 7 ist: 

° -//%:' -SM (?) - A ('?■)] """' ^'*^ 

Nun lautet der Green'sche Satz, wenn zwei Functionen R und S 
von (u, v) in eindeutig und stetig sind und Ableitungen besitzen: 

wobei das Doppelintegral der linken Seite über die Fläche zu erstrecken 
ist, während das einfache Integral der rechten Seite die Umgrenzung 
von durchläuft, so dass die Fläche zur Linken liegt. 
Daher folgt nach (7): 

= +J'-- (p'dii +p"dv) J'd@, -J 5^ = -J'de, -ß^r" '^' ■ 

1) Clairaut, Kechercbes sur les courbes ä double courbure. (1731.) 

2) Gauss, Disq. gen. Art. 6. 

3) Bonnet, Journ. fic. Toi. Cah. 32. p. 124 ff. (1848). Darboux, Lc9ons. 
III. p. 126. 

Htahl u. Kommerell, Gmndformeln d. allgem. Flächentheorie. 7 



(25) 
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Hieraus erhält man den Gauss'schen Satz^) vom geodätischen 
Dreieck. Für die Seiten desselben ist N = 0; sind also -4, JB, C die 
Winkel des Dreiecks, so hat man aus (25): 

(26) =fd0i= 2jt — (jt —Ä + JC — B + it — C) =A +B+ C— jt. 

8 17. Umformungen. Differentialparameter. Anwendungen. 

Bei der Herleitung der fundamentalen Formeln für eine Flächencurve 
(§ 14) war der Verlauf der Curve in der Nähe eines ihrer Punkte 
(u, v) bestimmt gedacht durch die ersten und zweiten Differentiale 
von w, v. Es soll jetzt die Flächencurve in der Form (p(u,v) = a 
(wo a eine Constante) vorausgesetzt und die Gleichungen des § 14 
demgemäss umgeformt werden. Man gelangt so u. a. auf die natür- 
lichste Weise zu den als Differentialparameter bekannten Aus- 
drücken. 

Setzt man zur Abkürzung: 

(1) ä^ = 9>i ä^ = 9>2, 

so lässt sich die Gleichung d(p{u, v) '=^ , welche für die ersten 
Differentiale von u und v gilt, unter Anwendung eines Proportionalitäts- 
factors A ersetzen durch: 

(2) du = l(p2 rfv = — Ag?! . 

Nach § 14 besteht unsere Aufgabe lediglich darin, die Ausdrücke 
für Ly M, N, ds^ zu bilden. Zunächst hat man für L und M 

3f = y [{ed- fd)g>,^ - (erf"- gd) g>,fp, + (fd'- gd')q>,']. 

Das Verschwinden dieser Ausdrücke ist die Bedingung dafür, dass 
das Curvensystem 9 »= a mit dem Parameter a die eine Schaar der 
Asymptotenlinien oder der Krümmungslinien der Fläche darstellt 

Setzt man femer zur Abkürzung*): 

(4) d\(p) = l, [e(p/ — 2ffp, (p^ + g(p,^] 

1) Gauss, Disq. gen. Art. 20. 

2) Vgl. für das Folgende: Beltrami, Giom. di Mat. T. II n. III (1864 
o. 1866). Math. Ann. Bd. I. p. 676 ff. (1869). Darboux, Le9on8. III. Liv. VIL 
Chap. I. 
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so erhält man für ds^ und N: 

ds^ = AM^ . (r(9) N=- Pd^ (d\(p))i ' r\(p) . (6) 

Der Ausdruck für N bedarf eines Beweises. Nach (6) § 16 ist: 
A"V^^ ^ r ^ {^^^ + fdv \ d (fdu + gdv\\ 

= I Li; (/e cos 0,) - g - (Yg cos 0,)J • 

Führt man die Differentiation aus und benutzt die Formeln (6) 
und (8) § 16, (5) § 14 und (1) § 15, so erhält man: 

rx^)^'-^^^^'^ — ^. — "4"') (q--^-). (6a) 

Die Function ^"(9) lässt sich durch eine andere ähnliche 
Function ersetzen^ nämlich durch: 

n'P) = 1 [,^ if-'^ 7 ^'•) + ^, C-^^)] • (7) 

In der That, führt man in (5) die Differentiation in Bezug auf 
d\q)) aus und setzt zur Abkürzung: 

*'(% *) = -^ [^9^2 ^2 — f(9>i ^2 + ^1 92) +99>iti], (8) 

so ist: 

Beltrami nennt, nach dem Vorgang von Lame für den speciellen 
Fall der Ebene*), die Ausdrücke d'((p) und 8"((p) die Differential- 
parameter erster^) und zweiter Ordnung der Function 9 
und S'(<p,tlf) den Zwischenparameter der Functionen q> und 1I;. 
Durch sie lässt sich nach (9) 8"\(p) darstellen. Es ist zweckmässig, 
noch einen anderen abkürzenden Ausdruck einzuführen, nämlich: 

H% ^) = i (9i^2 - ti9i)' (10) 



1) Bonnet, Journ. d. Math. T. V. S^r. II. p. 166 (1860). 

2) Lama, Le9on8 aar 1. coord. carvil. p. 6 (1859). Geht die Fläche in eine 
£bene über und sind (u, v) rechtwinklige Parallelcoordinaten in derselben, so hat 
man c = ^=»l, /"«-O, also: 

3) Der Differentialparameter ^(qp) tritt schon bei Gauss auf, Disq. gen. 
Art. 22. 

7* 
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Derselbe lässt sich durch den Differentialparameter erster Ordnung 
ausdrücken, da, wie leicht zu sehen: 

(11) »\<p, t) + *'*(% ^) = ^9) ■ «J'W. 

Sind O und ^P* FuDctionen von (9, tli)f so kann mau i\0), 
^(0,W), S'iO,^, d"(a>) leicht durch ä'(<p), *'(^), »((p,t), S'{(p,tl;\ 
S'\(p), ä'\if), sowie durch die partiellen Ableitungen von O und W 
nach (p, jp ausdrücken, was für gewisse Transformationen erforder- 
lich ist^). 

Die Differentialparameter enthalten ausser den Functionen tp und 
^ nur die Coefficienten e, f, g des Linienelements und bleiben un- 
geändert, wenn die Fläche verbogen wird. Sie spielen daher als 
Biegungsinvarianten (vgl. § 18) eine wichtige Rolle bei allen Pro- 
blemen der Flächentheorie, die nur von der Form des Linienelementes 
abhängen, insbesondere auch bei dem Problem der Geometrie auf 
einer Fläche. 

Wir geben einige Anwendungen der Differentialparameter. 

Zunächst lässt sich das Linienelemeut ds der Fläche durch 
zwei Curvensysteme tp = a, i^ = 6 ausdrücken. Setzt man nämlich 
<p = u, i\) f=» Vj so wird: 

oder 



Daher 



,0 ^ 8\v)(lu'' — 2 ^^(14, v)dudv + $'(u)d v^ 

9' (tt, t') 



oder wegen der invarianten Eigenschaft der Differentialparameter 
(vgl. § 18), wenn man die allgemeinen Parameter 9,^ statt m,v einführt: 

,jgv ^52 ^ ^W<^y * — 2 ^(y, tp)d(pdip + S'((p )d'tp^ 

Ferner ist nach (8) § 1 der Winkel (9, ^), den zwei Flächen- 
curven (p ^= a und il; = b mit einander bilden, bestimmt durch: 

(14) cos (g), T^) = -- ^1^ sin (cp, f) = -^M^JL. • 

Hiemach ist 0^(9, tli) = die Bedingung dafür, dass zwei Curven 
(p = a und ^ = 6 orthogonal sich schneiden. Wir benutzen dies, um 

1) Beltrami, Giom. 11. p. 367. 
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die Differentialparameter des zu dem Curvensystem (p = a (mit dem 
Parameter a) orthogonalen Systems, das mit il; = b bezeichnet sei, 
durch die Differentialparameter von (p auszudrücken. Nach Voraus- 
setzung ist: 

^^2(^9^2 — M — tiiffPi — 9(Pi) = 

oder, wenn fi ein Proportionalitätsfactor ist, 

oder 

ß^a — M = — *V9>i 9ti — f^% = öV92- 

Daher ist nach (4) und (5): 

*'(^) = - i^(9>it2 - *i92) = *V'*'(<]P), (15) 

*'"-^ ^) = 1 1 u (7^-) - Tv (7^)] (16) 

wovon wir später. Gebrauch machen. 

Wir betrachten weiter Curv.ensysteme 9 = a von bestimmtem 
Charakter; man hat unmittelbar die Sätze: 

I. 6'(([p) = ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass (p ^=» a ein System von Minimallinien ist. 

IL ^"'(9?) = ist die Bedingung dafür, dass 9 = a ein System 
von geodätischen Linien ist und 

di'\q)) = F{q)) die Bedingung dafür, dass 9 = a ein System 
von Linien mit constanter geodätischer Krümmung ist; 
endlich ist 

IIL S'{(p) = F{([p) die Bedingung dafür, dass g) = a ein System von 
geodätisch Parallelen und 

^'(9) = 1 die Bedingung dafür, dass 9 = ein System von 
geodätisch Parallelen und dass gleichzeitig tp die Bogenlänge 
der zugehörigen geodätischen Linien ist^). 

Das letztere bedarf eines Beweises. Ist (p ^^ a ein System von 
geodätisch Parallelen und 1^ «» & das System der zugehörigen, ortho- 
gonalen geodätischen Linien und soll zugleich (p die Bogenlänge der 
geodätischen Linien sein, gemessen von derselben geodätisch Parallelen 
an, so führt die Aufgabe, das System 9 >== a zu bestimmen, darauf, 



1) Gauss, Disq. gen. Art. 22. Beltrami, Giom. IL p. 277. 
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drei Functionen % ifj Q von u, v zu ermitteln derart, dass das Quadrat 
des Linienelements die Form erhält: 

(17j ds' = edM* + 2fdudv + gdv^ = dfp^ + Qd^. 

Man hat also: 

Die Elimination der zwei Grossen yQif^ ond ^Qif^ fährt auf 
eine partielle Differentialgleichung in ^pj nämlich: 

C18) e^g* — ^f^i9>2 + ^9i* = ^" öder ^'(9) = 1 . 

Lässt man die Bedingung, dass q> die Bogenlänge der orthogonalen 
geodätischen Linien sei, fallen, und fuhrt för q> eine beliebige Function 
q>' von 9 ein, so hat man: 






dtp' , qp/ • <p,' 

, also 9, = -:^=. 9)^ = 



«pO V2^(9) »i-V» 



Hierdurch geht (18) über in ä'^g/) : F{(p) = 1 (q. e. d.). 

Nach der zweiten Gleichung (6; können die Minimallinien eben- 
sowohl als geodätisch Parallele wie als geodätische Linien betrachtet 
werden (vgl. § 4). 

In ähulicher Weise behandelt man die Aufgabe, auf der Fläche 
Systeme von isometrischen Linien (Isothermen) zu bestimmen. 
Sind (p = a und ^ = & die beiden Schaaren eines isometrischen 
Systems, so kommt die Lösung der Aufgabe (vgL § 3) darauf hinaus, 
das Linienelement auf die Form zu bringen: 

(19) ds^ = edu* + 2fdudv + gdv^ = e^dfp^ + g^di^, 

wo e^ und g^ Functionen von (p und ^ sind mit der Bedingung: 

^ (^) = oder '-}^^ i^) ^ 2F{^,), 

und i\(p) eine Function von q> allein ist. Nun hat man, wenn die 
mit den Grössen e^, gQ gebildeten Differentialparameter mit dem unteren 
Index bezeichnet werden, nach (4) und (7): 

Hieraus folgt: 

wenn man noch die invariante Natur der Differentialparameter be- 
rücksichtigt (s. § 18). 
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Ist (p(u,v) irgend eine Losung der partiellen Differentialgleichung 
(20), so stellt (p = a die eine Schaar eines isometrischen Systems dar 
mit dem Parameter a. Die zugehörige Orthogonalschaar ^ «=s & mit 
dem Parameter b ergibt sich durch Integration der Differential- 
gleichung: 

^ [{e(p^ — f(p^) du — {gtp^ — fq>;) dv] = , (21) 

die sich durch Quadratur lost, da der integrirende Factor eine Function 
Yon q> allein ist, wie man mit Hilfe Yon (20) leicht beweist. Sind 
q> und ^ ermittelt, so folgen e^ und g^ aus 1 : ^^ «= <J'(9?), 1 : jr^ = if(^\ 
Sollen gleichzeitig 9 und ^ thermische Parameter sein, also 
^0 '^^'o "^^^ ^o> 80 göt^ ^^^ Bedingung (20) für 9 über in 9q'{;p)'=^0 
oder di\([p) = O5 daher wird die linke Seite in (21) ein vollständiges 
Differential oder ^ bestimmt sich aus: 

dt = j [{efp^ — f(Pi) du — (g(pi — f(p^) dv] (22) 

« 

und Xq aus 1 : A-o = ^(jp) = ^{t)» Wir finden so den Satz^): 
IV. ä^Xg)) : S'((p) «= F(<p) ist die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, dass 9) »s a die eine Schaar eines iso- 
metrischen Systems mit dem Parameter a ist und 
ä"(q)) = ist die Bedingung dafür, dass (p =^ a die eine Schaar 
eines isometrischen Systems ist und dass zugleich 9 der ther- 
mische Parameter desselben ist 

Hiemach ergibt sich z. B. aus (14) § 2 der Satz: 

Für Minimalfiächen (h «» 0) bilden die Schnittcurven von paral- 
lelen Ebenen die eine Schaar eines isometrischen Systems. 

Aus H und IV erhält man weiter die Sätze*): 

1. Existirt auf einer Fläche ein Curvensystem (p = a (mit dem 
Parameter a), dessen Curven zugleich geodätisch parallel und von con- 
stanter geodätischer Krümmung sind, so ist das System auch iso- 
metrisch. 

Denn aus &((p) = Fjjijp) und S^'Xq)) = F^{<p) folgt nach (9) 
ö'X^):d'(fp) = F(<p\ da nach (8) «'(9, i^i (g>)) = F/(9) ' <^(9) ißt- 

* 2. Umgekehrt: Existirt auf einer Fläche ein Currensystem 9) = a 
das zugleich isometrisch und geodätisch parallel ist, so sind die Curyen 
des Systems auch von constanter geodätischer Krümmung. 



1) Beltrami, Giom. IL p. 369. 

2) Beltrami, Giom. IH. p. 89 a. 90. 
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Denn aus d'^q)) =^ I\((p) und ^"(9?) : d'(9) — 2^(9)) folgt nach 
(9) 8"Xq>) = F,i<p). 

3. In beiden Fällen ist die Fläche auf einer Rotationsfläche ab- 
wickelbar, wobei die geodätisch Parallelen in die Parallelkreise der 
Rotationsfläche übergehen. 

Denn in beiden Fällen war d'{<p) = ^1(9?) und d'Xfp) = -^2(9). 
Sind nun (u, v) geodätische Coordinaten, d. h. u = a geodätisch 
Parallele, t; <= & orthogonale Geodätische und ist ausserdem u die 
Bogenlänge der geodätischen Linien, gezählt von einer der geodätisch 
Parallelen, so ist ds^ = du^ -^ gdv^] folglich: 

*-(„) = 1 r(«) = I ^ = F,iu). 

Daher ist g = UV^ wo U nur von m, V nur von v abhängt; mit- 
hin wird: 

ds^ = dti^ + UVdv" = du^ + Udv^^, 

d. h. das Linienelement der Fläche ist gleichzeitig das Linienelement 
einer Rotationsfläche (q. e. d.). 

Wir geben schliesslich eine Anwendung der Differentialparameter 
zut Bestimmung der Strictionslinie des Curvensystems^) (p = a 
mit dem Parameter a. Man versteht darunter den Ort der Punkte auf 
den Curven des Systems, für welche der Abstand von der nächsten 
Systemcurve ein Minimum ist. Zunächst hat man den normalen Ab- 
stand zweier Curven 9 und (p -f- d(p zu berechnen. Seien w, v und 
w + du , V '\' dv zwei consecutive Punkte auf (p und ds das zu- 
gehörige Linienelement, ferner u-\-öu, V'{-öv ein Punkt im Abstand 
ds von (ti, v), durch welche die Curve tp -^ d(p ge]jt, so dass 

ö(p = 9iÄw + (PiSv] 

endlich sei d" der Winkel zwischen den Linienelementen ds und ds 
und dn der Abstand der Curven <p und (p -j- ö(p im Punkte (u, v). 
Dann hat man nach (8) § 1 und (6): 

Die Strictionslinie ist der Ort der Punkte (w, v), für welche dn 
ein Minimum wird; sie ist also, wenn ö(p als constant betrachtet wird, 

bestimmt durch die Bedingung d(l lYd'ijcp)) «= oder: 

(24) i^i„+t^,,-o od» ^!|M_,,!|M_o. 



1) Beltrami, Giorn, II. p. 276 u. III. p. 280. 
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Diese Gleichung ist aber nach (16) identisch mit d'"(^) = 0, wenn 
^ = & das zu (p = a orthogonale System mit dem Parameter b ist. 
Daher der Satz: 

Die Strictionslinie eines Curvensystems q> = a ist der Ort der 
Punkte, in denen je eine Curve des Orthogonalsystems ^ = 6 die 
geodätische Krümmung Null hat. 



g 18. TransfoTmation der Parameter. Anwendung. 

An den Schluss dieser allgemeinen Untersuchungen von Flächen 
und Flächencurven stellen wir eine kurze Betrachtung über die Trans- 
formation der Parameter und über die Ausdrücke^ welche einer 
solchen Transformation gegenüber invariant sind. Es ist geometrisch 
klar, dass eine Reihe von metrischen Grössen, wie die Hauptkrümmungs- 
radien r^ und r^, ferner das Linienelement ds, der Winkel (C, Cj) 
zweier Flächencurven, endlich die den Charakter einer Flächencurve 
bestimmenden Grössen H, r, q, R unabhängig sind von den zu Grunde 
gelegten Parametern u, v oder dass diese Grössen ihre Werthe nicht 
ändern, wenn man statt u, v beliebige neue Parameter Wq, Vq einführt*). 
Man überzeugt sich hiervon aber auch leicht analytisch, indem man 
die Invarianten für die Transformation der Parameter aufsucht, d. h. 
die Ausdrücke, die in den alten und neuen Parametern von gleicher 
Bildung sind und denselben Werth haben. 

Es seien 

Wo = ^K^) Vo-=(y(M,t;) (1) 

die Gleichungen zwischen den alten und neuen Parametern, welche 
folgende Transformation bewirken: 

x=x(ii,v)=XQ(uo,Vo) y=y(M,t;)=yoK7Vo) ^=^(«,t;)=^oK,«^o) (2) 

und welche für beliebige Flächencurven (p =^ a, ^ = 6,.. die Glei- 
chungen ergeben: 

(p(u, v) = (Po(Uq, Vq), ^(tt, v) = T^oK> ^o)i • • (3) 

Wir bezeichnen alle in den neuen Parametern Wq, Vq gebildeten 
Grössen mit dem unteren Index und setzen die Transformations- 
determinante: 

^>|£o_^«o|£._a. (4) 

cu cv ov du ^ ^ 

1) Gauss, Disq. gen. Art. 21. Weingarten, Festschrift der techn. Hoch- 
schule zu Berlin. 1884. 
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Zunächst ist: 

^ ^0 la«/ ^ ^'0 du du ^ ^0 \dJ 

(5) ^=.,/;^^?»»+/-,(^^ + »'!o.^)+^ |ü.|^ 

^ '^ ' ^ du dv * '^\du cv ' du ov/ ' ^" du ov 

Die nämlichen Gleichungen gelten, wenn e^f^g und ^oj/o^i/o ^'^' 
setzt werden durch d, d\ d" und d^, d^', d^" oder auch £?, 2^, 6f und 
jE?q, l\y Gq. Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar: 

^^ ^' eo9o- fo' ~ rfo c?o' - <^ "" «o< - 2/; <+ i7o < ^ ' 

d. h. die mittlere Krümmung h und das EfOmmungsmaass A; sind in- 
yariant gegenüber der Transformation der Parameter. Dasselbe gilt 
von den Cosinus a, b, c, welche die Richtung der Flächennormale be- 
stimmen. Dies sind die wichtigsten Invarianten, die bei der Unter- 
suchung der Fläche selber auftreten. Ebenso bleiben die partiellen 
Differentialgleichungen (6) und (10) § 7 zwischen den sechs funda- 
mentalen Grössen e,f,g] d,^jd!' bei der Transformation erhalten^). 
Aus (5) folgt weiter: 

edu + fdv = (erf«o + fdv,) |^ + {fdu, + gdv^) ^^ 

fdu + gdv = {edu, + fdv,) ^^ + {fdu, + gdv,) ^^^ 

nebst den entsprechenden Gleichungen, gebildet in d, d\ d" oder in 
E, F, G. Hieraus folgt: 

d. h. die metrischen Grössen H, r, q, B sind invariant für die Trans- 
formation der Parameter. 

Ebenso sind invariant der Ausdruck für dS, der Ausdruck P 
(16) § 14 und der in (8) § 1 auftretende Ausdruck: 

(8) edud^u + f{dud^v + dvd^u) + gdvd^v . 

Dies sind die wichtigsten Invarianten, die bei der Untersuchung einer 
Flächencurve auftreten. Ausserdem sind invariant die Ausdrücke, die 
sich aus N ergeben, wenn man e^f^g ersetzt durch d, d\ d" oder 
durch E, F, G. 



1) Genaueres: Weingarten, 1. c. p. 19. 

2) Auch der Beweis der letzten Gleichung N «x JV^ ist mittels einiger Bech 
nung leicht su führen. 
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An Stelle dieser Invarianten treten die Differentialparameter und 
verwandte Formen, wenn man die Flächencurve durch eine Gleichung 
(p{Uf v) = a definirt. Es ist: 

du'^ Buq du ' dv^ du dv du^ cv ' d% dv ^ ^ 

Hiemach folgt aus (5) und (6): 

^r \^ dv ' du) "^ ^0 L\ « ai?o '^ "^t^o/ '^" "^ vo a^o ^« duj du] 

a \' ar ^ ä"i/- ~ i, LV^o ^^^ /o g„-^; ^^ -r v/o dv^ ^^duj dvY 



(10) 



Daher ist zunächst tf'(9>) = ^o'(9o)> ^^ ^o' ^®^ °^^* ^^^ Grössen 0^,(^,9^ 
gebildete Differentialparameter erster Ordnung ist. Femer folgt, wenn 
man die erste der Gleichungen (10) nach v, die zweite nach u diffe- 
rentiirt und subtrahirt: <J"(9^) ^^ ^o'^SPo)* ^^^ ^^* *'s^' 

*'(V) = «^oX-Po) *'(9',^) = *o'(9'o,*«) •J'X?') = C(9>o) (11) 
und damit auch: 

Es sind also invariant die Differentialparameter erster und zweiter 
Ordnung; ebenso aber sind invariant die Ausdrücke, die man aus 
ihnen erhält, wenn man die Grossen e, /*, g ersetzt durch d, d', d" oder 
durch Ey F, G. 

Unter den aufgezählten Invarianten befinden sich insbesondere die 
sog. Biegungsinvarianten^), d.h. solche Invarianten, die zugleich 
bei einer Verbiegung der Fläche ungeändert bleiben. 

Wir betrachten nicht wie bisher ein und dieselbe Fläche (x, y, je?), 
bezogen auf zwei verschiedene Parametersysteme u,v und Uq, Vq, sondern 
zwei verschiedene Flächen (x, j/, 0) und (a/, y, /) bezogen auf dasselbe 
Parametersystem (Uj v). Dann gelten die Gleichungen und Definitionen 
am Schluss von § 5. 

Biegungsinvarianten sind nun diejenigen unter den oben be- 
trachteten Invarianten, welche nur die drei fundamentalen Grossen 
e, fj g und ihre Ableitungen, aber nicht- die Grössen d, d', d" ent- 
halten. Zu ihnen gehört erstens der Ausdruck für das Krümmungs- 
maass A,*) femer die Ausdrücke ds, N und der Ausdruck (8), die noch 
die Differentiale von u und v enthalten, endlich dementsprechend die 



1) Beltrami, Giorn. II. p. 356. 

2) 6au88, Disq. gen. Art. 12. 
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Differentialparameter ^(9>), S'iq), rp), ^'(9>), welche noch die Ableitungen 
von (p und tp nach u, v enthalten. Von metrischen Grössen sind also 
Biegungsinyarianten ausser dem Krümmungsmaass der Flache, die 
geodätische Krümmung einer Flächencurve^) und der Winkel zweier 
Flächencurven, wie auch geometrisch klar ist. 

Es ist klar, dass man weitere Biegungsinvarianten erhält, indem 
man die Prozesse d', d' und tf" an einer oder mehreren Functionen 
q), ilf, . . wiederholt. Umgekehrt lässt sich auf diese Weise jede 
Biegungsinvariante darstellen*). In der That, ist: 

eine allgemeine Biegungsinvariante, welche e, f\ g, 9, ^, . . mit Ab- 
leitungen nach u, v enthält, so kann man alle Elemente derselben 
darstellen durch wiederholte Anwendung der Operationen d' und d' auf 
die Functionen u,v, 9?, ^, . . Denn nach (12) § 17 drücken sich e, /) g, d 
aus durch ö'{u)y S'^v), d'(u, v) und nach (10) § 17 ist 

(13) |j = d*(g,,i;) If = d*(M,9,), 

also 

Führt man nun statt u und v zwei der in J auftretenden Functionen 
9 und ^ ein, so hat man die angegebene Darstellung von J. Geht 
nur eine Function 9 in J" ein, so kann man u und v durch 9 und 
Http oder di'tp ersetzen und erhält demnach alle Invarianten einer 
einzigen Function (p durch wiederholte Anwendung der Prozesse 8' 
und d" angewandt auf diese Function. 



Als Anwendung der Formeln für die Biegungsinvarianten ent- 
wickeln wir die Kriterien dafür, dass zwei in beliebigen Para- 
metern gegebene Flächen 



(14) 


X == x{u, v) 


H — 2/("; »-•) 


e = e(u, v) 


und 








(15) 


^0 — a^oK. -^o) 


2/« — yo("o. «0) 


^0 = ^o("(.> ^0) 



1) Minding, Joum. für Math. VI. p. 169 (1880). 

2) Darboux, Le9onB. III. p. 204. 
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auf einander abwickelbar sind^). Die beiden Flächen werden 
Punkt für Punkt auf einander bezogen durch zwei Gleichungen zwischen 
den Parametern (uy v) und (wq, vJ 

(16) (p(ii, v) = g^oK, Vo) t{u, v) = ^oK; ^ü) 

mit der Bedingung, dass q> und tp von einander unabhängige Functionen 
sind, dass also die Determinante (piti — i^i^i nicht identisch ver- 
schwindet. Alsdann sind die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen für die Abwickelbarkeit der Flächen (14) und (15) auf einander 
enthalten in den drei Gleichungen (5). Es ist zweckmässig, diesen Be- 
dingungen eine andere Form zu geben. Führt man nämlich auf der 
Fläche (14) (p und tp und auf (15) (Pq und ^^ als Parameter ein, so 
erhält man aus der Form (13) § 17 des Linienelementes als nothwendige 
und hinreichende Bediugungen der Abwickelbarkeit 

*'(9') = ^oXVo) S'it) = S.Xi,,) S'{g>,t) = d,'('Po,i'o), (17) 

wo die mit dem Index versehenen Diiferentialparameter sich auf die 
Fläche (15) beziehen. 

Angenommen, die durch die Gleichungen (16) auf einander be- 
zogenen Flächen (14) und (15) seien auf einander abwickelbar, dann 
müssen in entsprechenden Punkten nothwendig das Krümmungsmaass 
h und die aus ihm gebildeten Differentialparameter erster und zweiter 
Ordnung denselben Werth haben oder es muss sein 

h = k, ö'Qc) == d,\k,) d"(/;) = C(*o) r'ik) = d,"'(k,), (18) 

wo die dritte oder vierte Gleichung eine Folge der drei übrigen ist. 

Die erste dieser Gleichungen A = Äq sagt aus, dass die Curven 
von gleichem constantem Krümmungsmaass k = const. auf beiden 
Flächen einander entsprechen; die zweite, dass auf diesen Curven 
Je = const. solche Punkte einander entsprechen, für welche der normale 
Abstand dn zwischen den Curven Je und Je -\- dJc derselbe ist (vgl. 
(23) § 17); die dritte oder vierte, dass in den sich entsprechenden 
Punkten auch die geodätische Krümmung der Curve Je = const. die- 
selbe ist (vgl. (6 a) § 17). 

Es fragt sich nun umgekehrt, ob und unter welchen Bedingungen 
zu den gegebenen Gleichungen (14) und (15) sich zwei Gleichungen 
der Form (16) finden lassen so, dass 9? und ^ (und folglich auch (Pq 

1) Mihding, Journ. für Math. Bd. 19. p. 180 (1839). Monge-Liouville, 
Applications. Note IV u.V. Bonnet, Journ. fic. Pol. Cah. 41. p. 211 ff. (1863). Die 
obige Darstellung schliesst sich an die Discussion von Darboux, Le9ons. II[. 
p. 223 ff. an. 
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und ifo) von einander unabhängig sind und dass zugleich die drei 
Gleichungen (11) befriedigt werden, oder es ist zu untersuchen, ob 
und inwiefern die nothwendigen Bedingungen (18; der Abwickel- 
barkeit auch hinreichend sind. Hierbei sind mehrere Fälle zu 
unterscheiden. 

1. Unter der Voraussetzung, dass k und Icq nicht constant sind 
und dass d'(Ä) nicht Function von k, Äo'(^o) nicht Function von Äq ist, 
setze man 

(19) h = Ä-o d'ao = KiK)' 

Hiermit hat man «wei Gleichungen der Form (16) zwischen (w, v) und 
(wq, Vq), durch welche zwei bestimmte Curvenschaaren der beiden 
Flächen von der oben angegebenen geometrischen Bedeutung auf ein- 
ander bezogen werden. Alsdann sind die hinreichenden Bedingungen 
der Abwickelbarkeit die, dass durch die Gleichungen (19) auch die 
zwei Gleichungen 

(20) (J'(d'fe) = d,Xd,'k,) d'ik, Ö'lc) = d,'{ko, tfo'^o) 

erfüllt werden. 

2. Ist dagegen d\k) Function von k, so muss offenbar, wenn Ab- 
wickelbarkeit möglich sein soll, auch ^oX^o) Function von k^ und zwar 
dieselbe Function sein. 

Es sei also 

(21) *'(^-) =/•(*) *o'(*) = /'W- 

Dann geben die beiden Gleichungen (19) nur die erste der Gleichungen 
(16) oder nur eine Beziehung zwischen («, v) und (uq, Vq), Unter der 
Voraussetzung, dass d^'Xk) von k und Äo"'(fto) von k^ unabhängig sei, 
füge man zu (19) die Gleichung: 

(22) ä"'(k) = sra-,) 

hinzu. 

Nach (21) sind die Flächen (14) und (15) von der besonderen 
Art, dass das Curvensystem k «= const. zugleich ein System von geo- 
dätisch Parallelen ist. Durch (21) werden diejenigen Curven der 
beiden Flächen auf einander bezogen, welche die Curven k = const. in 
Punkten gleicher geodätischer Krümmung schneiden. 

Nunmehr ist nach (17) die hinreichende Bedingung der Abwickel- 
barkeit die, dass aus den Gleichungen (19), (21) und (22) die Glei- 
chung folgt: 

(23) d'(*"'(fc)) = <J„'(*o"'(X-o)). 
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Denn die in (17) enthaltene weitere Bedingung 

*-(*, ö'"k) = d,'(k„ S-k,) (24) 

ist durch (19), (21) und (22) von selber erfüllt. Dies folgt aus einer 
Identität für k, in welche sich die für die betrachteten Flächen 
charakteristische Gleichung (21) umsetzen lässt und die nur k und 
seine Difierentialparameter enthält Führt man nämlich auf einer be- 
liebigen Fläche ein System von geodätischen Coordinaten (tii^vj ein 
§ 4, so nimmt das Quadrat des Linienelements die Form an 

ds^ = du^" + g^dv,% (25) 

wo ^19 v^f g^ bestimmte Functionen von (m, v) sind. 

Ferner hat man, wenn die für die Form (25) gebildeten DifiPe- 
rentialparameter den unteren Index 1 führen: 

d.'(«.) = 1 d."K) = ''^f' und * = - :^ ''^- , (26) 

WO die letzte Gleichung aus § 9 Gl. 4 entnommen ist. 

Die Elimination von g^ gibt die für jede Fläche gültige Relation: 

V(«„ V'«,) = -*- [*/'«,]*• (27) 

Für die durch (21) charakterisirten Flächen ist nun k = const. ein 
System von geodätisch Parallelen. Führt man dies System an Stelle 
von Mj = consi in (25) ein, so ergibt sich durch Vergleichung von 
(25) mit (13) § 17 in Verbindung mit (15) § 17 und mit Rücksicht 
auf die invariante Natur der Differentialparameter 

Trägt man diesen Werth in (27) ein, so erhält man, da die 
Differentialparameter invariant sind und da 

also 

ist, die gesuchte Identität für k\ 

-^ S{^, S-'k) =-k- (S"'hy. (29) 

Hieraus aber folgt wegen (19) und (22) die Gleichung (24) (q. e. d.). 
3. Ist nicht nur d'{k) = f(k)y sondern auch d'"(Ä) = fi(k), so er- 
fordert zunächst die Abwickelbarkeit, dass ausser ^o(^o) ===" fO^o) ^^^^ 
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^oXK) = /i(^o) ^s^ Diese Voraussetzungen sind schon hinreichend für 
die Abwickelbarkeit und die letztere ist zudem auf unendlich viele Arten 
möglich. Dies und die zu Je = Jcq hinzutretende zweite Gleichung 
zwischen (u, v) und (w^, Vq) ergibt sich folgendermassen. 

Die Bedingung d'"(A*) = /i (k) charakterisirt die Fläche (14) weiter 
dahin, dass die bereits auf einander bezogenen geodätisch Parallelen 
Je = const. zugleich Curven von constanter geodätischer Krümmung 
sind. Legt mau wieder die Form (25) des Linienelementes zu Grunde, 
so führt diese Bedingung auch zu einer Werthbestimmung der Grösse 
g^ durch Quadratur. Aus di"(Je) = f^Qc) folgt nämlich: 

(30) <J,"("i) = -"//^' =9i(«,), woraus Vi^^ü,, 

d. h. YOi is^ gleich einer bestimmten Function von %, wenn v^ passend 
gewählt wird. 

Daher ist jetzt für (14) 

(31) ds^ = du,^+ U^^dv,\ 

wo Vj^ eine bestimmte Function von (w, v) ist. Das Linienelement der 
Fläche (15) aber hat, da Je oder u^ und ^"'(Jt) oder Ui für beide 
Flächen dasselbe ist, die Form 

ds = dUj^ + U^^dv^ , 

wo v^ eine bestimmte Function von (u^, v^ ist. Indem man dv^^ = dv^ 
oder 

(32) v, = ±v, + c 

setzt, wo c eine willkürliche Constante, hat man die zweite Relation 
zwischen (w, v) und (m^, v^. Die Abwickelung ist wegen der willkür- 
lichen Constanten c auf einfach unendlich viele Arten möglich. In 
der That ist sie bestimmt, wenn man einen beliebigen Punkt p^ der 
ersten Fläche, durch den eine Curve Je = a geht, einem beliebigen 
Punkt P2 auf der entsprechenden Curve Je = a der zweiten Fläche zu- 
ordnet. Das Doppelzeichen von v^ in (32) sagt aus, dass man die 
Verbiegung der zweiten Fläche auf die erste nach der einen oder der 
anderen Seite der Curve Je = a vornehmen kann. 

Die hier behandelten, auf einander abwickelbaren Flächen sind 
zugleich nach (31) auf einer Rotationsfläche abwickelbar. Dabei ent- 
sprechen den Meridiancurven die Curven t;i= const., den Parallelkreisen 
die Curven u^ = const. oder Je = const. 

Die Herstellung der Gleichung (31) oder die Bestimmung der 
Grössen «j, üj und v^ als Functionen von (m, v) erfordert nur Qua- 
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dratureD. Denn u^ ist aus (28), ü^ aus (30) bekannt und t;^ folgt 
nach (31) aus 

Dasselbe ergibt sich daraus^ dass das System Je <» const. zugleich geo- 
dätisch parallel und von constanter geodätischer Erüoimung ist; es ist 
also nach Satz 1 p. 103 auch isometrisch und die zugehörige Ortho- 
gonalschaar wird nach (21) § 17 durch Quadratur erhalten. 

4. Endlich kann der Fall eintreten, dass das Krümmungs- 
maas s h der Fläche (14) nicht Function von (u, v), sondern eine 
Constante ist Dann ist zur Abwickelbarkeit noth wendig, dass auch 
auf der Fläche (15) das Krümmungsmaass constant ist und denselben 
Werth hat. Diese Bedingung aber ist auch hinreichend für die Ab- 
wickelbarkeit; die auch hier, nur in anderer Weise, auf unendlich 
viele Arten möglich ist. 

Führt man nämlich auf den Flächen (14) und (15) geodätische 

Polarcoordinaten ein (§ 4), so hat das Quadrat des Linienelementes 

die Form 

ds^ = dttj* + g^dv,^ ds^ = du^^ + g^dv^^ (33) 

und g^ und g^ sind nach (4) § 9 bestimmt durch die Gleichungen 

Daher ist 

]/(/i gleich sin (wi")/*) sin h {u^Ylt) *) u^ 

Yg^ „ sin (ti^yic) sin h (u^Ylc) u^ 

je nachdem 

k >0 <0 =0. 



(34) 



Wenn die Pole der Polarsysteme auf beiden Flächen sich ent- 
sprechen sollen, so hat man u^ «= Ug zu setzen, da diese Werthe gleiche 
geodätische Längen darstellen. Dann folgt aus (33) dv^^ = dv^^ oder 

Dies gibt den Satz: 

Haben zwei Flächen gleiches constantes Krümmungsmaass, 
so sind sie auf dreifach unendlich viele Art^n auf einander ab- 
wickelbar. 

Man kann nämlich zwei Punkte p^ und g^ der ersten Fläche zwei 
Punkten p^ und gg ^^^ zweiten Fläche ganz beliebig zuordnen, vor- 



]) wo sin h(u) 



e'*^e"' 



2 
Stahl u Knromerell, Orundformeln d. aUgam. Flftchentbeorie. 8 
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ausgesetzt nur^ dass der geodätische Abstand dieser Punktepaare auf 
beiden Flächen derselbe ist. 

Die Flächen von constantem Krümmungsmaass h sind nach (33) 
und (34) auf Rotationsflächen von demselben constanten ErQmmuugs- 
niaass h abwickelbar^ für it <= auf dem Rotationscylinder oder der 
Ebene ; für Ä > auf der Kugel, für Ä < auf der Pseudosphäre, 
deren einfachster Typus die Tractrix (Evolvente der Kettenlinie) zur 
Meridiancurve hat. 

Die Herstellung der Form (33) oder die Bestimmung der geodä- 
tischen Linien auf einer Fläche von constantem Krümmungsmaass er- 
fordert die Integration einer Riccati'schen Diflferentialgleichung*). 



1) Darboiix, Le90n8. III. p. 223. 



Berichtigungen und Zusätze. 

S. 8. Z. 20 V. 0. hinter positiv ist hinzuzufügen: wie aus (23) § 1 folgt. 

S. 9. Z. 2 V. u. statt Relationsellipsoid zu lesen: Rotationsellipsoid. 

S. 17. Z. 16 V. 0. hinter Linie zuzufügen: dr = 0, also: 

S. 27. Z. 8 V. 0. statt Meridiancurve zu lesen: Meridiancbenc. 

S. 35. Z. 12 V. 0. zu streichen: ihre conjugirten Durchmesser sind alle endlich. 

S. 38. Z. 7 V. 0. in der zweiten Gleichung statt x- (— ) zu lesen ^ ( — ) • 

S. 40. Anm. 1. Die hier angezeigte Note erscheint nicht mehr im Journal für 
Mathematik, da die Herausgabe dieses Schriftchens den Druck des Journals 
überholt hat. 

8. 43. Z. 11 V. 0. hinzuzufügen: Diese Bemerkung ist von Wichtigkeit für gewisse 
Biegungsprobleme, wie u. a. für das Problem: Eine gegebene Fläche so zu 
deformiren, dass eine auf ihr gelegene Curve in eine beliebig vorgegebene 
Kaumcurve übergeht. Vgl. Darboux, Le90D8 III. p. 277; in anderer 
Behandlung Weingarten, Joum. für Math. Bd. 100. p. 296 (1886). 

S. 61. Z. 11 v. 0. hinter beweisen zuzufügen: Ebenso folgt leicht aus den Glei- 
chungen (6) § 7, dass auch die Asjmptotenlinien isometrisch sind. 

S. 63. Z. 6 y. n. statt ihre Integrale zu lesen: zwischen ihren Integralen. 

8. 68. Gl. (27) statt cos 9 su lesen sin 9 und statt sin 9 zu lesen cos 9. 

8. 68. Z. 11 V. u. statt g zu lesen •- • 

8. 71. Z. 7 y. 0. statt welcher zu lesen welchen. 

8. 80. Z. 12 y. 0. statt Tangenten — zu lesen Tangenten. 

8. 86. Gl. (7) statt l zu lesen h. 
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